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CONVERSA INICIAL

Nesta aula, iremos aprender sobre alguns tipos de médias e formas de

descrever a dispersao dos dados.
TEMA 1 - MEDIAS

N&o existe uma forma Unica de calcular a média de um determinado
conjunto de dados. Vejamos algumas das médias existentes e como elas se

aplicam para interpreta-los.
1.1 Média Ponderada

A definicdo de média ponderada é feita a partir de um fator p, que
considera o peso de cada uma das observacdes x;. Dessa forma, observagdes
diferentes devem possuir um impacto maior ou menor no resultado final.

Definimos tal média a partir de:

m
m
média ponderada = Z xkpk/z Pk
k=1

k=1

para um conjunto de m dados.

Para compreender o uso da média ponderada, considere a existéncia de
um sistema de avaliacdo progressivo, em que as avaliagbes seguintes
acumulam uma maior parte de conteudos e, por consequéncia, refletem mais
adequadamente o aprendizado dos alunos.

Considere dois alunos que obtiveram as seguintes notas nas avaliagdes:

A—-25810
B—-10852

Note que, em ambos 0s casos, a partir da média aritmética, o resultado
de ambos foi igual. Entretanto, podemos notar que houve uma progressao em
relacdo ao aluno A, que se desenvolveu ao longo do curso, enquanto houve uma
regressdo em relacdo ao aluno B, que teve um desempenho decrescente ao
longo das avaliacoes.

Para representar que as notas posteriores sdo mais importantes que as
anteriores, podemos utilizar um sistema de peso, refletindo essa importancia,

como indicado na Tabela 1.




Tabela 1 — Peso de cada uma das avaliagcbes

Avaliacéo 1
Avaliacéo 2

Avaliacéo 3

A W N P

Avaliacéo 4
Fonte: Bravo, 2020.

Assim, podemos calcular a média ponderada de cada um desses alunos,

obtendo:

1.2+25+3.8+4.10
=76

Xg = 10 ’
110 +28+35+4.1
xB = 10 = 4,5

Agora, esse novo resultado mostra a progressao do aluno A e a regressao

do aluno B, representando, de forma mais adequada, o que ocorreu na realidade.
1.2 Média geométrica

Em dados que possuem um comportamento geométrico, i.e., se
comportam aproximadamente como uma progressdo geomeétrica, € interessante
utilizar a média geométrica para uma representacdo adequada dos dados.

Nesse caso, temos:

—_— _ n
xg = X1 X i Xy

Veja, por exemplo, que no caso de uma progressao geométrica de razao

2, de 5 termos, como se segue:
2,4,8,16,32
Temos que:

x, = V2.4.8.16.32 = 8.

Que é uma representacdo mais adequada do que:

24448416+ 32
%= : =124




1.2 Média harmonica

Quando o numerador dos dados forma, aproximadamente, uma
progressdo aritmética, é interessante utilizar a média harménica para uma
representacédo adequada dos dados.

Considere, por exemplo, os seguintes dados:

ul| =

1 111
) 2 ) 3 ) 4 )
Tais dados, atendem, perfeitamente, ao requisito para utilizarmos a média

harmoénica. Nesse caso, a definimos como:

. n
x =
h " l
i=1%;
Assim, temos:
Xn > > 0,33
Xh = 1 1 1 = 1—5 = , e
1t2t3tzts

1.2 Exemplo

Considere um estudante que obteve nota 85 na primeira prova, 35 na
segunda, 45 na terceira e 45 na dltima. Note que, nesse caso, a partir da média
aritmeética teria:

85+ 35+ 45 + 45 _

2 52,5

X =

Entretanto, se as provas tiverem pesos, como a seguir: 1 para a primeira

prova, 2 para a segunda, 2 para a terceira e 3 para a quarta; entao:

_ 1.85+ 2.35 + 2.45 + 3.45
X = 8 == 47,5

Caso a média para aprovacao fosse 50, uma das médias ndo o aprovaria.




TEMA 2 - QUARTIL

Definimos os quartis como os valores que dividem o conjunto de dados
ordenados em quatro partes iguais. O processo € semelhante ao realizado com
a mediana que, por sua vez, dividia o conjunto de dados ordenados em duas
partes iguais. No caso do quartil, cada parte contera, consequentemente, 25%

dos dados.
2.1 Primeiro e terceiro quartis

Podemos determinar a posi¢ao do primeiro e do terceiro quartis, a partir

de uma relagao simples:

] 1

3
03 = 1).—
ip3=m+1) 2

Assim, considerando os seguintes dados (n = 8):
11,11,13,13,15,16,19,21

Podemos calcular o primeiro quartil, isto é:

1
o1 = (B84+1).—=2,25
ign =8+ )4

Nesse caso, observamos que sua posicao esta entre o segundo e o
terceiro dado. Agora, para encontrar seu valor, realizamos:

Q=11+ (13-11).0,25 =115

No caso do terceiro quartil, temos:
. 3

Assim, encontra-se entre 0 sexto e o sétimo termo. E realizamos:
Q; =16 + (19 — 16).0,75 = 18,25
Para o conjunto de dados em que n = 9:
121416 18 20 22 24 26 28

Temos:

1




0, = 14+ (16 — 14).0,5 = 15
s = O+ 1).>=75
lg3 = 2=7

Qs = 24+ (26 — 24).0,5 = 25

2.2 Primeiro e terceiro quartis para dados discretos em tabelas de

frequéncia
Considere os dados descritos pela Tabela 2.

Tabela 2 — Exemplo de dados discretos em tabelas de frequéncia

kx, f(x) F(xp)
1 10 2 2

2 11 5 7

3 12 10 17
4 13 9 26
5 14 5 31
6 15 3 34
5 34

Fonte: Bravo, 2020.

Nesse caso, procedemos de forma equivalente, obtendo a posi¢cao do
primeiro quartil e seu valor:
) 1
Q=12+ (12-12).0,75 =12

E a posi¢éo do terceiro quartil e seu valor:

3

Q; =13+ (14 —-13).0,25 = 13,25




2.3 Primeiro e terceiro quartis para dados continuos em tabelas de

frequéncia

Quando temos dados continuos separados em classes, precisamos nos
atentar a determinar em qual classe esta contido cada um dos quartis e realizar
uma aproximacao para o seu valor.

Dessa forma, precisamos encontrar em qual classe k, F(x;) torna-se
. . n 3n . . .
maior ou igual a L ou—. Sendo igual a um desses valores, o respectivo quartil

sera o limite superior da classe k. Sendo maior, utilizaremos as expressoes:

=] G =)

Q1 = Xi(ing) +
LT kD F(xi) — F (1)
3n
0 N [T —F (xk—l)]  (Xitsup) = Xiing))
P F () = F ()

Por exemplo, para os dados descritos pela Tabela 3, podemos encontrar

0 primeiro e o terceiro quartis.

Tabela 3 — Exemplo utilizado para célculo dos quartis a partir de tabela de

frequéncia para dados continuos

k Classe f(xr) F(xg)
1 0,0+ 2,0 3 3

2 2,0+ 4,0 6 9

3 4,0+ 6,0 12 21
4 6,0 + 8,0 9 30
5 80+100 6 36
D 36

Fonte: Bravo, 2020.

Para o calculo do primeiro quartil, note que:

] _n_36_9
1Ty Ty T

Indicando que Q; = 4,0, visto que a posi¢cao do primeiro quartil € igual a
frequéncia acumulada da segunda classe.

Para o célculo do terceiro quartil, note que:




_ 3n  3.36
Indicando que o terceiro quartil esta na quarta classe. Como sua posi¢cao nao €

igual a frequéncia acumulada dessa classe, devemos calcula-lo:

3n
0 N [T —F (xk—l)]  (Xitsup) = Xiing))
3 Tk F(xi) — F (X4—1)
27 —21].(8,0 — 6,0
Q3=6.0+[ 1.( )=7,3

30—-121

TEMA 3 — PERCENTIL

De forma equivalente ao quartil e a mediana, podemos utilizar o percentil
para dividir o conjunto de dados em uma determinada parcela. No caso do
percentil, iremos dividi-la em 100 grupos contendo a mesma quantidade de
dados em cada um.

Como notagao usamos P, indicando, por exemplo, que P;5 indica que 15%
dos dados estéo distribuidos a esquerda e 85% a direita de P;5. Note que P,g
indica o primeiro quartil, enquanto Ps, indica o segundo quartil ou a mediana e

P, indica, por sua vez, o terceiro quartil.
3.1 Posigao e calculo dos percentis

A estratégia para calcular a posicéo e o valor dos percentis é equivalente
ao realizado no calculo da mediana e dos quartis, com uma pequena adaptacao.

Nesse caso, definimos:

iy = (n+1).-0—

Assim, por exemplo, sendo as seguintes observagoes:

1314161617 1819 20 21 22 24 26

Temos um total de n = 12 dados e podemos encontrar, por exemplo:

, 10
110 = (12 + 1)m = 1,3

P, =13 + (14 —13).0,3 = 13,3

Ou ainda:




. 25
lypg = (12 + 1)m = 3,25

Pys =16 + (16 — 16).0,25 = 16
3.2 Percentis para dados continuos em tabelas de frequéncia

Para dados continuos em tabelas de frequéncia, ou seja, agrupados em
classe, realizamos um procedimento similar ao realizado com os quartis,
identificando em qual classe o percentil respectivo esta inserido.

Caso o percentil esteja ao final da classe, ou seja, o calculo de sua
posicdo € o mesmo valor da frequéncia acumulada, utilizamos o limite superior

da classe como o percentil. Caso contrario, usaremos da expressao a segulir:

% B F(xk—l)] : (xk(sup) - xk(inf))

P, = xy(;
p = Tt ¥ F(u0) — Fte)

Entéo considere os dados descritos na Tabela 4, a seguir.

Tabela 4 — Dados para o célculo de percentil de uma tabela de frequéncia de

dados continuos

k Classe f(x,)  F(xp)
1 485+490 3 3

2 490+ 4,95 6 9

3 495+5,00 12 21
4 5,00+ 5,05 9 30
5 505+5,10 6 36
» 36

Fonte: Bravo, 2020.

Veja, por exemplo, o calculo de P;s. Primeiro, identificamos a posigdo em

que se encontra:

. _p.n_15.36_54
‘s T 700 100

Note que esta incluido dentro da segunda classe. Assim, calculamos:

% B F(xk—l)] : (xk(sup) - xk(inf))

P, = Xp(inp) +
p T kD) F00) = F (0
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[5,4 — 3]. (4,95 — 4,90)
Pjs = 4,90 + 53 = 4,92

De forma equivalente, podemos encontrar Py,. Sua posi¢cao € dada por:

. _pn_ 9036
''9o T 100 100

Podemos verificar que esse dado estd incluso na quinta classe. Assim,

calculamos:
n
P x + fOO F (- 1)] (xk(Sup) - xk(mf))
K F(xy) — F(xg-1)
[32,4 — 30].(5,10 — 5,05)
Pgo == 5,05 + = 5’07

36 —30

A expresséao que calcula o percentil pode ser utilizada para respondermos
outro tipo de pergunta, como, por exemplo, quantos dados s&o maiores ou iguais
a 4,93, ou quantos dados sdo menores que 5,07. Nesses casos, fazemos da

seguinte forma: como 4,93 pertence a segunda classe, realizamos:

1;9(;10 F (- 1)] (X(sup) = Xk(ing))

F(xx) = F(xg-1)

Py = Xi(inf) +

"’10306 ] (4,95 — 4,90)
493 = 4,90 +
9-3
p = 18,33

Mostrando que 18,33% dos dados estdo abaixo de 4,93 ou, de forma
equivalente, 81,67% deles sdo iguais ou maiores que 4,93. Como 5,07 pertence

a terceira classe, realizamos:

n
P + fOO F (- 1)] (xk(Sup) - xk(mf))
Knh) F () — F ()
250~ 30]. (5,10 - 5,05)
5,07 = 5,05 + —
p =90

Mostrando que 90% dos dados estdo abaixo de 5,07.
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TEMA 4 — MEDIDAS DE DISPERSAO

O uso das médias, medianas, modas, quartis ou percentis nem sempre
sao suficientes para descrever determinado conjunto de dados. Para verificar
iISso, basta notar que:

A—10111111121212121314 14
B—156911121215182122

possuem as mesmas caracteristicas descritas, mas sdo dados completamente
diferentes em relacdo as suas dispersdes. Nesta secdo, iremos discutir as

medidas de dispersao.
4.1 Amplitude

Definimos amplitude como a diferenca entre o maior e 0 menor valor de

um conjunto de dados, i.e.,
Amplitude = (Maximo) — (Minimo)
Por exemplo, para os dados do exemplo:

A, =14—10 =4
Ag=22-1=21

Isso ja nos traz uma interpretacédo de que o conjunto de dados B € mais
disperso que A.

4.2 Intervalo interquartil

Podemos encontrar o intervalo interquartil como:
Intervalo Interquartil = Q3 — Q4

No caso do conjunto de dados A4, Q;=11 e (Q;=13 e
Intervalo Interquartil = 2. No caso do conjunto de dados B,Q, =6,Q0; =18 e
Intervalo Interquartil = 12, indicando, mais uma vez, a dispersdo maior do

conjunto de dados B.
4.3 Desvio médio absoluto

O desvio é conhecido, em estatistica, como a diferenca de determinado

valor de sua média, i.e.,
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desvio = x; — X

Geralmente, estamos interessados em determinar a soma de todos os

desvios. Entretanto, note que:

n
Z(xl—x =) x;— Z =nk—nx=0

n
i= i=1 i=1
Assim, a soma dos desvios ndo é interessante da forma apresentada,
visto que nédo apresenta conclusdo nenhuma dos dados. Isso acontece porque
0s termos negativos do desvio se anulam com o0s termos positivos ho somataorio.
Uma primeira estratégia é calcular o moédulo de cada um dos desvios para
definirmos o desvio médio absoluto:

isglx — x|
n

DM =

Note que, para os dados do conjunto A e do conjunto B, X = 12. Assim,

calculamos:
|10 — 12| + |11 — 12| 4+ -+ |14 — 12|
DM, = =0,8333...
11
|1 —12| + |5 —12| + -+ |22 — 12]
DMy = T = 5,0909 ...

Note que esse indicativo é forte para indicar a dispersdo de um conjunto
de dados, mas, costumamos usar o desvio padréo e a variancia para descrever

ainda mais adequadamente essa dispersao.
TEMA 5 — VARIANCIA E DESVIO PADRAO

A estratégia mais utilizada para contornar o fato de que a soma dos
desvios é igual a zero €, ao invés de utilizar o moédulo, elevar cada um dos
desvios ao quadrado. Quando fazemos isso, encontramos a variancia dos

dados.

5.1 Variancia

Denota-se a variancia como o2 para a variancia populacional e s como
a variancia amostral. Para o calculo de ambos, devemos somar os quadrados
de cada um dos desvios e dividir pelo tamanho da populacao, N ou pelo tamanho

da amostra, n, respectivamente. Isto é:
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0_2 — Zévzl(xi - :u)z
N
2 - Zia (= %)
n—1
Para compreender seu calculo, veja o seguinte conjunto de dados:

1116121413

Podemos calcular sua média:

. 11+16+12+14+13
X = : =112

E calcular a variancia amostral:
C(11-11,2)2 + (16 — 11,2)* + (12 — 11,2)% + (14 — 11,2)? + (13 — 11,2)?
B 5—1
s?2 =87

SZ

A variancia € uma 6tima medida de dispersdo, mas em Vvarios casos nao
€ escolhida para descrever adequadamente essa dispersdo. Para compreender
0 porqué, lembre-se que os dados costumam vir com uma determinada unidade
de medida (i.e., metro, quilograma, reais, alunos...). Quando realizamos o calculo
da variancia, elevamos os desvios ao quadrado, de forma que a unidade de
medida da variancia difere-se dos dados originais (i.e., metro ao quadrado,

quilograma ao quadrado, reais ao quadrado...).
5.2 Desvio padrao

Para contornar essa dificuldade, simplesmente calculamos a raiz
quadrada da variancia e a definimos como desvio padrdo. Essa medida € uma
das mais importantes na descricdo de um conjunto de dados.

Por exemplo, suponha que um fabricante de tortas pesou sete delas e

obteve as seguintes medidas:
1,21,31,41,2131,51,3
Todas em quilogramas (kg). Nesse caso, podemos calcular a média
amostral:

o 1,2+13+14+12+13+15+1,3
X = Z =1,3kg

E a variancia amostral:
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C(12-13)2+(1,3-13)% + -+ (1,3-1,3)?
N 7—-1

§2 = 0,01 kg?

Note a sua unidade de medida. Assim, calculamos o desvio padréo:
s =+/s2 =./0,01 = 0,1 kg
5.3 Exemplo

Considere trés candidatos a executarem determinado servico. Para a
escolha do candidato, decide-se pelo candidato mais rapido. Assim, extraiu-se 7
amostras do tempo de cada um deles, como apresentado na Tabela 5.

Tabela 5 — Tempo de cada candidato para executar determinado servico

A 12,5 13,6 12,8 13,5 12,8 12,9 13,0
B 15,5 18,2 15,6 14,5 16,5 18,2 14,5
C 12,8 10,5 15,2 16,5 9,9 12,5 13,0

Fonte: Bravo, 2020.

Podemos calcular a média de cada um dos candidatos:

_125+13,6+--+13,0

Xy = 7 = 13,01 min
B 15,5+ 18,2+ ---+ 14,5 .
Xg = 7 = 16,14 min
B 12,8+ 10,5+ .-+ 13,0 .
Xc = Z = 12,91 min

Isso nos indica que o tempo médio de C € mais rapido do que os outros

candidatos. Para esses dados, podemos encontrar as variancias amostrais:

(12,5 — 13,01)% + (13,6 — 13,01)2 + - + (13,0 — 13,01)?

2 _ _ L N2
sp = 71 0,987 (min)
15,5 — 16,14)% + (18,2 — 16,14)? + -+ (14,5 — 16,14)?
s = ( )+ ( ) ( ) = 14,6972 (min)?
7—-1
12,8 —12,91)% + (10,5 — 12,91)? + --- 4+ (13,0 — 12,91)?
s = ( ) +( T ) ( ) = 33,1887 (min)?

E podemos encontrar os desvios padrdes:

S, =+/0,987 = 0,9740 min
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Sp = +/14,6972 = 3,8337 min
S¢ =+/33,1887 = 5,760963 min

Note que, observando os dados, por mais que o candidato C tenha uma
média menor, como ndo héa consisténcia em seu tempo, podemos afirmar que o

candidato A deveria ser selecionado.
FINALIZANDO

Aprendemos, nesta aula, a descrever determinado conjunto de dados a

partir da analise da sua disperséao.
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