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CONVERSA INICIAL

Aqui, vocé ira investigar e aprender a manipular estruturas nao lineares
de dados estudando a estrutura de arvore binaria. Essa estrutura tem como
principal aplicacéo operar em sistemas de busca, pois é construida de tal forma
que facilita a localizacao dos seus elementos.

O objetivo desta etapa € apresentar 0s conceitos que envolvem a
estrutura de dados do tipo &rvore. Ao longo deste documento, sera conceituada
a estrutura de uma arvore e serdo investigados dois tipos bastante comuns de
arvores. Sera apresentado como realizar as manipula¢des dos dados dentro de
uma estrutura de arvore, como a insercao e a remoc¢ao dos dados. Os tipos de

arvores estudadas serao:

e Arvore binaria; e

e Arvore de Adelson-Velsky e Landis (arvore binaria balanceada).
TEMA 1 — ARVORES BINARIAS

Imagine que vocé é responsavel por implementar um vasto sistema de
cadastro e armazenamento de dados de usuario de uma rede social. A
qguantidade de usuarios serd imensa, certo? Vocé precisa implementar uma
estrutura de dados que seja eficiente na busca dentro desta rede, caso contrario,
localizar um dado tomara muito tempo.

Uma opcao inicial e que talvez esteja pensando € implementar um array
e trabalhar com o algoritmo de busca binaria. Caso siga por esse caminho, vera
que precisara de um array longo demais. Além disso, caso precise inserir um
novo dado nesse array, terd um tremendo processamento matematico para
colocar os dados na posicao certa, gastando processamento e memoria.

E se vocé implementar a solucdo com uma lista encadeada, resolveria o
problema? Também néo. Lista encadeadas resolveriam o problema de insergéo
de um dado em qualquer posi¢cdo, mas nao séo nada eficientes quando se trata
de busca de dados. Isso porque uma lista encadeada é linear, e cada elemento
s6 conhece seu sucessor (e anteceder se for uma lista dupla).

Uma possivel solucdo para esse tipo de problema € o emprego de
uma estrutura ndo linear, a arvore, como uma arvore binaria de busca. Uma
estrutura de dados é denominada de arvore quando seus elementos criam

ramificagbes na estrutura, gerando subarvores. Esses ramos podemos chamar




também de galhos. A Figura 1 ilustra um exemplo de uma arvore ternaria, ou
seja, em que um elemento pode se ramificar em até trés outros. Existem
diferentes classificacdes para arvores e, de um modo geral, podemos chama-las

de arvores N-arias.

Figura 1 — Exemplo de uma estrutura de arvore, neste caso, ternaria

1.1  Arvores binarias e suas propriedades

Uma lista encadeada apresenta uma caracteristica importante: cada
elemento da lista tem acesso somente ao proximo elemento (lista simples) ou ao
proximo e ao anterior (lista dupla). Todos os elementos dessa lista séo
organizados de tal forma que é necessario percorrer, fazer uma varredura, da
estrutura de dados para se ter acesso ao elemento desejado. Chamamos uma
lista encadeada de uma estrutura de dados com organizacao linear.

As arvores, como uma arvore binéria, sdo estrutura de dados nao
lineares, em que s&o organizadas com elementos que nao estao,
necessariamente, encadeados, formando ramificacbes e subdivisbes na
organizacado da estrutura de dados.

A arvore binaria é um tipo de arvore e € também a mais simples de ser
estudada. Nesta etapa, focaremos somente nossos estudos em arvores binarias,
as guais apresentam algumas caracteristicas distintas, mesmo se comparando
com outros tipos de arvores. Vamos analisar algumas dessas caracteristicas e

aproveitar para conceituar alguns termos proprios referentes a arvores:

e N raiz (root) — N6 original da arvore. Todos derivam dele;
e NO pai — NO6 que da origem (esta acima) de pelo um outro no;

¢ NO filho — N6 que deriva de um no pai; e




e NO folha/terminal — N6 que ndo contém filhos.

Uma arvore € chamada de binaria quando cada elemento (n6/nodo)
da arvore contém, no maximo, dois (bi) filhos. Cada elemento da arvore pode
gerar até duas subarvores. A partir da raiz, podemos dizer que ela iré criar duas
ramificacdes. Chamaremos uma de subarvore esquerda, e a outra de subéarvore

direita, conforme Figura 2.

Figura 2 — Arvore binaria e suas subarvores
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1.2 Niveis, altura e profundidade de arvores binarias

Cada nova ramificacdo de uma arvore representa um nivel. Dizemos que
a raiz € sempre o nivel 0. A partir dela, cada nova geracao de filhos recebe um

nivel a mais, veja na Figura 3.

Figura 3 — Niveis na arvore binéaria
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O conceito de nivel de arvore €& importante, pois eventualmente
precisamos saber a profundidade de uma arvore binaria (para fins de

balanceamento, por exemplo, como veremos ainda nesta etapa). Para




encontrarmos a profundidade de um no6 da é&rvore, basta sabermos o nivel
daquele n6 na arvore em relacao a nossa raiz. Exemplo, se desejarmos saber a
profundidade de um elemento no nivel 2 da arvore, fazemos: 2 — 0 = 2. Portanto,
a profundidade é 2.

O conceito de altura é similar a profundidade. A diferenca € que a altura
pode ser calculada pela diferenca de nivel entre dois nds. Por exemplo, a altura
de um elemento no nivel 2 da arvore, em relacdo araiz, € 2 —0 = 2, mesmo valor
da profundidade. Agora, a diferenca entre um elemento no nivel 2, em relacao

aonivel1,é2-1=1.
1.3 Total de elementos por nivel na arvore binaria

Qual a quantidade méxima de elemento em uma arvore binaria,
considerando que sabemos quantos niveis ela tem? Vejamos a Figura 4. Por se
tratar de uma arvore binaria, a cada nova ramificacdo, dobramos a quantidade

maxima de elementos do nivel anterior.

Figura 4 — Total de elementos por nivel na arvore binéaria
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Se nossa arvore tiver somente uma raiz, temos um sO elemento. Se a
arvore tiver um segundo nivel, teremos mais dois elementos, portanto, trés no
total. Se a arvore tiver um terceiro nivel, teremos mais quatro elementos,

portanto, sete no total. Vejamos a tabela a seguir que resume para nds essa

explicagéao.
Nivel No6s no nivel Total de elemento por profundidade
0 20=1 2t-1=1
1 21 =2 22-1=3
2 22=4 28-1=7
3 23=8 24-1=15
4 24=16 2°-1=31




5 2°5=32 26-1=63

Note que, para sabermos o total de elementos possivel em uma arvore
binaria completa, podemos generalizar o célculo da terceira coluna da tabela

para:

— onivel+1
TOtalnés por profundidade — 2 -1

1.4 Tipos de arvores bindrias

Precisamos definir algumas nomenclaturas para arvores binarias. Uma
arvore estritamente binaria € aquela em que cada né contém, sempre,
exatamente dois filhos, ou nenhum. Uma arvore binaria completa é aquela em
que todos os nds contendo menos de dois filhos estdo colocados somente no
altimo ou no pendltimo nivel da arvore.

A arvore binéria cheia € assim denominada quando cada né tem
exatamente dois filhos, e os nés folhas estdo sempre no mesmo nivel. Ou seja,
é quando a arvore é estritamente binéria e completa ao mesmo tempo. A Figura

5 apresenta uma arvore binaria cheia.

Figura 5 — Arvore binaria cheia
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TEMA 2 — ARVORE BINARIA DE BUSCA

Para que uma arvore binaria opere de maneira mais eficiente para busca,
precisamos cadastrar seus dados de maneira organizada para facilitar a busca.
Suponha uma arvore de valores numéricos, quando vamos realizar a insergao

de um numero na arvore, pode adotar a seguinte logica.




e Caso o valor a ser inserido seja menor do que 0 seu no pai, inserimos o
dado na subarvore esquerda.
e Caso o valor a ser inserido seja maior do que o seu nd pai, inserimos o

dado na subarvore direta.

Esse tipo de organizacdo dos dados resulta em um tipo particular de
arvore binaria, conhecida como arvore binaria de busca, ou, ainda, Binary

Search Tree (BST). Veja uma representagéo dela a seguir.

Figura 6 — BST numérica
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Note que, no exemplo da Figura 6, a raiz corresponde ao valor 8. Portanto,
para a esquerda de 8, s6 podemos ter valores menores do que ele, e a direita,
maiores. Assim, colocamos 13 a direta e 6 a esquerda. O valor 2 € colocado
ainda a esquerda de 6, pois € menor do que ele.

Quando precisamos inserir um novo dado dentro da arvore, a insercao
precisa ocorrer na posicao certa. A Figura 7 apresenta os intervalos em que

podemos inserir os dados numéricos.

Figura 7 — BST numérica com informacéo de insercéo
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2.1 Inser¢ao na arvore binaria de busca

Imagine que temos que inserir o valor 7 na BST apresentada na Figura 7.
A &rvore sO tem armazenado no seu programa a posicao da raiz, e todos 0s
outros elementos sao obtidos a partir delas e seus ponteiros. Portanto,
precisamos localizar o local correto para inserir o valor 7.

Iniciamos a procura pelo local correto de insergédo pela raiz, verificando se
0 7 € maior ou menor que o valor posicionado na raiz (valor 8). Como 7 < 8,

seguimos pelo ramo esquerdo da arvore, conforme Figura 8.

Figura 8 — Comparacao do valor 7 com a raiz 8
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Em seguida, precisamos comparar o valor 7 com o valor 6. Como 7 é

maior do que 6, seguimos para o ramo direito do 6. Veja na Figura 9.

Figura 9 — Comparacao do valor 7 com o valor 6
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Para a direita de 6 ndo existe nada. Temos um elemento nulo/vazio. 1sso
significa que podemos inserir ali. A Figura 10 apresenta a nova BST com o valor

inserido na posicao correspondente.

Figura 10 — Insercéo do valor 7 na BST
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Vamos agora implementar uma BST em linguagem Python. Para isso,
criaremos uma classe que ira representar a arvore binaria. Se observar as
Figuras 6-10, vera que cada elemento da arvore foi representado com dois
ponteiros. Aqui iremos chamar os ponteiros de ponteiro esquerdo e ponteiro

direito, representando os ramos. Veja o cédigo a seguir.

( dado=
.dado = dado
.esquerda =
.direita =

inserir (
( .dado =
.dado

(dado < .dado) :
( .esquerda) :
.esquerda.inserir (dado)

.esquerda = BST (dado)

.direita) :
.direita.inserir (dado)

.direita = BST (dado)

No constructo de inicializacdo (__init_ ), definimos os valores inicias de

cada elemento da arvore. A seguir, criamos 0 método inserir, para realizar a
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inser¢cdo de um dado na arvore binaria. A insercdo em uma arvore binaria so
pode ocorrer onde existem ponteiros vazios, ou seja, somente nos ramos finais
dessa arvore. Nao € permitido inserir no meio de uma BST.

O método de insercédo realiza esse procedimento de maneira recursiva.
Isto é, o método verifica se a posi¢édo a qual ele esté € passivel de insercéo (esta
vazia). Caso nédo esteja vazia, a funcdo vai sendo chamada recursivamente até

gue seja possivel inserir.

.ilnserir
.inserir

.lnserir
.lnserir

.lnserir
.lnserir
.lnserir

TEMA 3 — PERCURSO EM BST

Como percorremos uma BST se ndo existe um s6 caminho? Devemos
iniciar na raiz sempre? Depende do que deseja e da sua aplicacdo. Uma arvore
binaria, por ndo ser uma estrutura linear, apresenta distintas maneiras de se
percorrer por ela para visualizar, manipular ou processar os dados da arvore.

Vamos investigar todas essas maneiras agora.
3.1 Percurso em largura

O percurso em largura na arvore binaria, também conhecido como

percurso em nivel, ou level order, em inglés.
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Figura 11 — Exemplo de arvore binaria para percurso
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Essa varredura na arvore funciona da seguinte maneira: na Figura 11, é
vista uma arvore. O percurso em nivel obriga que a arvore passe por todos os
elementos de um mesmo nivel, para depois passar para 0os elementos do
préximo nivel.

O percurso sempre ocorre de cima para baixo (nivel 0 em diante) e da
esquerda para a direita. Isso significa que, em nosso exemplo, 0 percurso
iniciaria imprimindo na tela (ou manipulando) a raiz, pois € o unico dado de nivel
0. Em seguida, iria para o nivel 1, da esquerda para a direta (2 e 8). Apés, nivel
2, da esquerda para a direita (1 e 4). E, por fim, nivel 3, com o valor 3. Se a
proposta for imprimir os dados na tela, ficaremos com a respectiva sequéncia

impressa: 6, 2, 8,1, 4, 3.

emNivel (
nodoAtual
lst =
fila = []
fila.insert (0, nodoAtual)
( (fila) > 0):
nodoAtual = fila.pop()

1st.append (nodoAtual .dado)
(nodoAtual .esquerda) :
fila.insert (0, nodoAtual.esquerda)
(nodoAtual.direita) :
fila.insert (0, nodoAtual .direita)

1lst




3.2Percurso em profundidade

A segunda maneira de percorrer uma arvore binaria € em profundidade.
Neste caso, a arvore ndo € percorrida horizontalmente como no percurso em
largura, mas, sim, € definido um caminho (galho da arvore) e vamos até o fundo
dele antes de retornarmos para escolher outro. Existem trés formas distintas de

percorrer em profundidade. As possibilidades sdo as que se seguem.

e Percorrer em ordem: listamos os elementos iniciando pelos elementos da
esquerda, depois a raiz e, por ultimo, os elementos da direita. Desta
forma, os elementos listados ficardo apresentados ordenados de forma

crescente.

emOrdem ( lst) :
( .esquerda) :
.esquerda.emOrdem (lst)

1st.append ( .dado)
( .direita) :
.direita.emOrdem(lst)
1st

e Percorrer em pré-ordem: listamos os elementos iniciando pela raiz, depois

listamos os elementos da esquerda, e, por fim, os elementos da direita.

preOrdem ( lst) :
lst.append ( .dado)
( .esquerda) :

.esquerda.preOrdem(lst)

.direita) :

.direita.preOrdem(lst)
1st

e Percorrer em poés-ordem: listamos o0s elementos iniciando pelos

elementos da esquerda, depois os da direita e, por ultimo, a raiz.

12
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posOrdem ( 1lst) :
( .esquerda) :
.esquerda.posOrdem (lst)

( .direita) :
.direita.posOrdem (lst)
1lst.append ( .dado)
1st

Vamos analisar as listagens possiveis, observando a Figura 12. Para este

exemplo, a ordem em que os elementos seriam listados € 0 que se segue.

e Consultar em ordem: 1, 2, 3, 4, 6, 8.
e Consultar em pré-ordem: 6, 2, 1, 4, 3, 8.
o Consultar em pés-ordem: 1, 3, 4, 2, 8, 6.

Figura 12 — Exemplo de arvore binaria para consulta/listagem
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TEMA 4 — ARVORE DE ADELSON-VELSKII E LANDIS (AVL)

Uma é&rvore de Adelson-Velskii e Landis, também conhecida como arvore
AVL, é uma éarvore binaria balanceada. Mas, afinal, o que é uma arvore
balanceada?

Bom, primeiro precisamos compreender o que €& uma arvore
desbalanceada. Observe a arvore binaria da Figura 13. Note que essa arvore
contém unicamente um ramo que segue para o lado esquerdo. E uma arvore

sem ramificagdes.
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Figura 13 — Exemplo de arvore binaria desbalanceada
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Em uma arvore binaria convencional, a medida com que vamos tendo
muitas insercbes de dados, podemos comecar a ter nessa arvore algumas
ramificacbes que se estendem muito em altura, gerando piora no desempenho
do algoritmo de busca. Veja que, no exemplo anterior, a arvore criada ficou
linear, e isso significa que ela ira operar exatamente como uma lista encadeada,
afinal, poderiamos reescrever a arvore binaria anterior como a lista encadeada

apresentada na Figura 14.

Figura 14 — Arvore binaria desbalanceada, com um sé ramo, reescrita como uma

lista encadeada
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RamificacBes muito longas acabam dificultando o sistema de busca em
uma arvore, piorando o desempenho do algoritmo em tempo de execucédo. A
arvore AVL tem como objetivo melhorar o desempenho de
buscalvarredura, balanceando uma arvore binaria, evitando ramos longos
e gerando o maior numero de ramificagdes binarias possiveis.

A mesma arvore binaria apresentada poderia ter seus elementos
rearranjados para que tenha o maior numero possivel de ramificagdes. A solugéo
balanceada esta apresentada na Figura 15. Note que geramos algumas

ramificagbes que ir4 facilitar a busca nessa arvore.
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Figura 15 — Arvore binaria balanceada
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4.1 Caracteristicas da arvore AVL

Uma arvore AVL é uma arvore binaria de busca balanceada. Ou segja,
ela contém exatamente as mesmas caracteristicas de uma BST, todavia, com
uma propriedade a mais: para cada n6 da arvore, a diferenca de altura entre
asubarvore dadireta e da subarvore da esquerda serd sempre, no maximo,
um. Isso significa que as subarvores daquele n6 sempre terdo a mesma altura
(diferenca zero), ou existira uma diferenca de altura entre as subéarvores, mas
ela é de, no méximo, um (em maodulo).

O balanceamento de um elemento da arvore € verificado da seguinte

maneira.

e Passo 1: calcula-se a altura relativa daquele elemento para o lado direito
da arvore. Neste caso, pegamos o nivel mais alto do lado direito daquele
elemento e subtraimos do nivel do elemento desejado.

e Passo 2: calcula-se a altura relativa daquele elemento para o lado
esquerdo da arvore. Neste caso, pegamos o nivel mais alto do lado
esquerdo daquele elemento e subtraimos do nivel do elemento desejado.

e Passo 3: tendo a altura direita e a esquerda calculada, fazemos a
diferenca entre elas (direta menos esquerda, sempre). Se o calculo
resultar em 2 ou -2, existe um desbalanceamento e uma rotacdo sera

necessaria na arvore.

Temos, na Figura 16, um exemplo de arvore néao balanceada.




Figura 16 — Exemplo de arvore binaria ndo balanceada
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Vamos calcular o balanceamento dessa arvore da Figura 16 para cada

elemento. Em destaque, foi colocado o elemento desbalanceado e que precisara

ser corrigido.

Elemento Altura Direita  Altura Esquerda  Direita - Balanceado?
Esquerda
6 2-0-2 3-0=3 2-3=-1 Sim
4 0 3-1=2 0-2=-2 Nao
8 2-1=1 0 1-0=1 Sim
12 |0 0 0 Sim
2 3-2=1 3-2=1 1-1=0 Sim
1 0 0 0 Sim
3 0 0 0 Sim

O elemento 4 ndo esta balanceado, pois a diferenca de altura entre o lado
direito e o esquerdo resultou em -2. Para um balanceamento, é obrigatério que
essa diferenca seja -1, 0 e 1.

Podemos reescrever a arvore anterior de uma maneira diferente,
rearranjando os elementos ndo balanceados de uma maneira que as diferencas
de niveis resultem em -1, 0 ou 1. A Figura 17 ilustra uma arvore binaria com os
mesmos elementos da Figura 16, porém, agora balanceada com o algoritmo
AVL.




Figura 17 — Exemplo de arvore binaria balanceada (arvore AVL)
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Vamos recalcular o balanceamento dessa arvore para cada elemento:

Elemento Altura Altura Esquerda  Direita - Balanceado?
Direita Esquerda
6 2-0-2 3-0=3 2-3=-1 Sim
2 3-1=2 2-1=1 2-1=1 Sim
8 |2-1=1 |0 1-0=1 Sim
12 0 0 0 Sim
1 0 0 0 Sim
4 0 3-2=1 0-1=-1 Sim
3 0 0 0 Sim

TEMA 5 — ROTACOES DA ARVORE AVL

Vimos a diferenca entre uma arvore nao balanceada (Figura 16) e uma
arvore balanceada AVL (Figura 17). Porém, como partimos de uma arvore nao
balanceada e geramos o balanceamento?

Para isso, precisamos realizar rotac6es em nossa arvore para balancea-
la. Na tabela a seguir, temos o0 procedimento de rotacdo que precisa ser

realizado, conforme apresentado em (Ascencio, 2011).

Diferenga de altura Diferenga de alturadoné  Tipo de rotagao

de um né filho do n6 desbalanceado
2 1 Simples a esquerda
2 0 Simples a esquerda
2 -1 Dupla com filho para a direita e pai para
a esquerda
-2 1 Dupla com filho para a esquerda e pai
para a direita

17
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-2 0 Simples a direita

-2 -1 Simples a direita

Vamos acompanhar nosso desbalanceamento da Figura 16. O elemento
4 estd com desbalanceamento de -2. O né filho do n6 4, que € o n6 2, esti
balanceado com valor 0. Deste modo, segundo a tabela de rotacdes AVL,
devemos fazer uma rotacao simples a direta.

Essa rotagdo implicard em colocar o né 2 no lugar do no 4. E todos os
elementos a seguir dele sao rearranjados. O resultado final dessa rotagéo ja foi
apresentado na Figura 17. Veremos, a seguir, em mais detalhes como séo

realizadas as rotacdes da tabela.
5.1 Rotagao simples a esquerda

Na rotacdo simples a esquerda, iremos rotacionar diversos elementos no
sentido anti-horario. Veja de maneira genérica na Figura 18, no exemplo, a raiz
€ W. Com a rotacao, levamos ela para a esquerda, deixando de ser raiz. A nova

raiz agora sera o elemento X, que antes era filho a direta de W.

Figura 18 — Rotacéo simples a esquerda

hY

A Figura 19 ilustra uma rotacdo a esquerda com uma BST. Foram
empregadas as mesmas cores da Figura 18 para facilitar a identificacdo dos
elementos. Antes da rotacdo, tinhamos a raiz desbalanceada (balango 2). E o
filho para a direita com balanceamento 1. Isso resulta em uma rotacao simples

a esquerda.
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Figura 19 — Rotacdo simples a esquerda. Exemplo prético

2

S °\1 ;

5 f

5.2 Rotagao simples a direita

Na rotacdo simples a direita, iremos rotacionar diversos elementos no
sentido horario. Veja de maneira genérica na Figura 20. No exemplo, a raiz é W.
Com a rotacao, levamos ela para a direita, deixando de ser raiz. A nova raiz

agora sera o elemento X, que antes era filho a esquerda de W.

Figura 20 — Rotacao simples a direita

A Figura 21 ilustra uma rotacdo a esquerda com uma BST. Foram
empregadas as mesmas cores da Figura 19 para facilitar a identificacdo dos
elementos. Antes da rotacdo, tinhamos a raiz desbalanceada (balanco -2). E o
filho para a direita com balanceamento -1. Isso resulta em uma rotagdo simples

a direita.
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Figura 21 — Rotagéo simples a direita. Exemplo pratico
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FINALIZANDO

Ao longo desta etapa, estudamos a estrutura de arvore. Arvores s&o
estruturas de dados nao lineares e que sdo construidas com base em criar
ramificacbes. Por esse motivo, sdo excelentes no emprego de sistemas de
busca.

Uma arvore prépria para busca é também chamada de arvore binéria de
busca (Binary Serach Tree — BST), e seus elementos sdo organizados de tal
maneira que facilita a busca.

Todavia, uma arvore, quando apresenta uma inser¢cao de dados nado
organizada, podera apresentar ramos muito longos, gerando desbalanceamento
na arvore. Podemos balancear a arvore com um algoritmo de balanceamento.
Um bastante comum resulta no que chamamos de arvore de Adelson-Velskii e
Landis (AVL), também chamado de arvore binéria balaceada.

A seguir, temos uma tabela final comparativa do Big-O dos trés tipos de

arvores investigadas nesta etapa e suas manipulacdes.

Acesso ao Busca Insercéao Remocéao
dado

Arvore o(n) o(n) o(n) o(n)
Binéria

BST o(n) o(n) o(n) o(n)
AVL O(logn) O(logn) O(logn) O(logn)
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