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CONVERSA INICIAL

O objetivo desta etapa € apresentar 0s conceitos que envolvem a
estrutura de dados do tipo grafo. Ao longo deste documento sera conceituado
essa estrutura de dados, bem como as formas de representacdo de um grafo.
Sao elas: matriz de adjacéncias e lista de adjacéncias.

Ainda, sera mostrado como realizar a descoberta de um grafo por
intermédio de dois algoritmos distintos: algoritmo de busca por largura; e
algoritmo de busca por profundidade.

Por fim, sera apresentado um algoritmo bastante tradicional para
encontrar o caminho minimo entre dois vértices em um grafo: algoritmo de
Dijkstra.

TEMA 1 — CONCEITOS DE GRAFOS

Anteriormente, j& investigamos estruturas de dados que funcionam de
uma forma linear, como a lista encadeada, e também vimos as néo lineares, na
forma de arvores binarias. Porém, uma arvore, seja ela binaria ou nédo, ainda
segue um aspecto construtivo fixo da sua estrutura por meio da geracédo de
ramos e subdivisdes. Nesta etapa, vamos investigar uma estrutura de dados que
pode vir a ter sua construgcdo sem padrao de construcdo nenhum, os grafos.

Para entendermos o conceito e a aplicabilidade de grafos, vamos comecar
com um exemplo préatico. Imaginemos que fomos contratados por uma empresa
para mapear ruas, estradas e rodovias de uma cidade. Desse modo, recebemos
um mapa aéreo da cidade e, por intermédio de um processamento digital de
imagens, extraimos todas as ruas e avenidas dessa cidade, resultando em um

mapa destacado semelhante ao da Figura 1, a seguir.




Figura 1 — Mapa rodoviario de uma cidade hipotética

Crédito: ShustrikS/Shutterstock.

Com esse mapa processado, precisaremos realizar o mapeamento das
estradas com o objetivo de desenvolver um software que calcula as melhores
rotas de um ponto de origem até um destino no mapa.

Para realizar esse calculo de rotas, podemos mapear a rede rodoviaria da
Figura 1 em uma estrutura de dados do tipo grafo. Assim, podemos transformar
cada ponto de interseccado entre ruas e avenidas em um vértice de um grafo, e
cada conexdao entre duas intersec¢cdes em uma aresta de um grafo.

Na Figura 2, a seguir, ha uma ilustracdo de um exemplo de mapeamento
de uma regido da cidade de Curitiba, em que os circulos pretos sdo os vértices
de interseccéo, e as linhas pretas, as arestas. Embora na referida figura somente
algumas ruas estejam mapeadas, poderiamos fazer esse processo para a
cidade inteira. Com o mapeamento pronto, bastaria que aplicAssemos um
algoritmo para encontrar o menor caminho do grafo e encontrar as rotas

desejadas de um ponto ao outro.



https://www.shutterstock.com/g/igorsorokin

Figura 2 — Mapa rodoviario de uma cidade hipotética com vértices e arestas do

grafo marcadas
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Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

1.1 Defini¢Oes de grafos

Um Grafo G € um conjunto de vértices conectados por meio de arestas
sem uma distribuicao fixa ou padronizada.

Vértices V de um grafo sdo seus pontos. Cada ponto podera ser um ponto
de encontro entre caminhos (rotas) de um grafo, ou entdo esse vértice podera
conter informacdes relevantes para o grafo, como dados de informagbes de
cadastros. Tudo dependera da aplicacéo.

Arestas E séo as linhas de conexao entre vértices. Cada aresta conecta
dois vértices. Nem todo vértice precisa ter uma aresta conectada, pois pode
permanecer isolado caso o grafo assim seja construido.

A Figura 3, a sequir ilustra trés exemplos de grafos. No exemplo da Figura
32, ha 4 veértices e 4 arestas. Na Figura 3b, também ha 4 vértices, mas somente
3 arestas. Na Figura 3c, € interessante perceber que um mesmo vértice chega a
conter 5 arestas partindo dele. A quantidade de vértices e arestas em um grafo

pode ser ilimitada, ndo havendo restri¢des.




Figura 3 — Exemplos de grafos
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Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Para a construcao do grafo ndo existe uma regra fixa. Qualquer arranjo
de vértices e arestas pode ser considerado um grafo. Vejamos alguns conceitos

atrelados a essa construcéo:

e grafo completo: quando existe uma, e somente uma aresta para cada par
distinto de vértices;

e grafo trivial: € um grafo com unicamente um vértice.

Assim como tinhamos o grau de cada n6é de uma arvore, em grafos
também podemos encontrar o grau de cada né (vértice). O grau de um vértice
nada mais € do que a soma de todas as arestas incidentes nele. Por exemplo,
na Figura 3 (a) anterior, todos os vértices tém grau 2, ja na Figura 3 (c) temos
vértices de grau 2 e outros chegando a grau 5, como o vertice 3.

Dentro de algumas particularidades de construcdo de grafos, podemos
citar as arestas multiplas, que sédo aquelas que estdo conectadas nos mesmos
vértices. Na Figura 4 (a), a seguir, temos essa situacao. Os vértices 1 e 3 estao
conectados por duas arestas (aresta 1 e 5).

Na Figura 4 (b), temos um vértice com lagos. Um lago acontece quando
uma aresta contém somente um veértice para se conectar, iniciando e terminando
nele. Vemos isso na aresta 5 e 6 da Figura 4 (b).

Por fim, vemos um grafo desconexo (Figura 4, c). Nesse tipo de grafo,
temos pelo menos um vértice sem nenhuma aresta. No exemplo da Figura 4,

ambos estdo sem arestas, mas isso nao € obrigatério.




Figura 4 — Peculiaridades na construcdo de grafos
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Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Finalizando nossos conceitos teoricos, precisamos entender que
podemos atribuir pesos para nossas arestas. O peso da aresta representa um
custo atrelado aquele caminho. Por exemplo, vamos voltar ao nosso exemplo de
mapeamento de estradas. Caso desejarmos tracar uma rota de um ponto A até
outro ponto B da cidade mapeada, os pesos nas arestas poderiam ser calculados
por meio do trafego de veiculos da rua, por exemplo. Enquanto mais veiculos,
maior o peso da aresta, e pior o desempenho dela na escolha da rota.

Quando nao indicamos nenhum peso nas arestas, assumimos que todas
elas tém o mesmo valor (Figura 5, a). Quando damos um numero para cada
aresta, indicamos os valores no proprio desenho do grafo (Figura 5, b).

Chamamos um grafo com pesos em arestas de grafo ponderado.

Figura 5 — Peculiaridades na construcdo de grafos
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Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

1.2 Aplicagoes de grafos

Acerca da aplicabilidade da estrutura de dados do tipo grafo, a gama de

aplicacdes é bastante grande. Citamos:




e encontrar rotas e melhores trajetos em mapas;

e escrever algoritmos de inteligéncia artificial que calculam o menor nimero
de movimentos necessarios para a vitéria em uma partida de damas, ou
xadrez;

e mapear um jogo de tabuleiro para criar jogadas e movimentos;

e encontrar algo bastante proximo de ndés, como o médico mais proximo
conveniado ao nosso plano de saude;

e conexdes e tabelas de roteamento em redes de computadores;

e mapeamento de interagdes em redes sociais.
TEMA 2 — REPRESENTACAO DE GRAFOS

Vamos apresentar duas maneiras distintas e bastante comuns de
representacdo. Todas aqui apresentadas poderdo ser implementadas em

programacao.
2.1 Matriz de adjacéncias

A representacdo de um grafo por uma matriz de adjacéncias consiste em
criar uma matriz quadrada de dimensao V, em que V sera o numero de vértices
do grafo. Por exemplo, se o grafo contém 10 vértices, teremos uma matriz 10x10,
nao importando o niumero de arestas. Na Figura 6 a seguir, ha a ilustracédo de

um exemplo de matriz de adjacéncias.

Figura 6 — Exemplo de matriz de adjacéncias
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Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.




Assim como na representagdo anterior, povoamos nossa matriz com
valores 0 ou 1. A analise que fazemos para preenchimento da matriz é efetuada
de uma forma diferente agora; observamos cada uma das linhas dos vértices e

preenchemos na matriz:

{O, caso o outro vértice nao tenha conexido com o vértice analisado
1, caso o outro vértice tenha conexdo com o vértice analisado

Grafos podem, eventualmente, apresentar pesos em suas arestas, 0S
guais sdo chamados de grafos ponderados. O emprego de uma matriz de
adjacéncias facilita o uso para grafos ponderados, pois 0 peso de cada aresta é
explicitado na estrutura. Vejamos a Figura 7 a seguir.

Figura 7 — Exemplo de matriz de adjacéncias para grafo ponderado
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Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

2.2 Lista de adjacéncias

7

A representacdo de um grafo por uma lista de adjacéncias é muito
adotada no meio de programacao, pois trabalha com listas encadeadas e
manipulacdo de ponteiros de dados.

A Figura 8 a seguir contém um exemplo de lista de adjacéncias. A
proposta dessa representacao € a de criar um array do tamanho da quantidade
de vértices existentes no grafo. Em cada posicdo desse array teremos uma lista
encadeada contendo o0s enderegos dos ‘“vizinhos” daquele vértice.
Conceitualmente, vizinhos de um vértice sdo todos os outros vértices que

estdo conectados a ele.




Assim, teremos uma lista encadeada de vizinhos para cada posicdo do
array de vértices criado. Na lista, cada vizinho apontarq para outro vizinho

daquele mesmo no.

Figura 8 — Exemplo de lista de adjacéncias
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Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

No exemplo da Figura 8 anterior, teremos cinco vértices, portanto,
podemos ter um array de dimensédo 5, em que cada posicdo do array tera o
endereco do head (também vizinho) para uma lista encadeadas de vizinhos
daquele vértice.

Observemos o vértice A: ele esta na primeira posi¢cao do array (posicao
zero), assim como contém como vizinho o vértice B, vértice C e o vértice E.
Assim, na posicao zero do array temos o endereco para um dos vizinhos de A.
Esse vizinho sera o head de uma lista encadeada. O vizinho escolhido para ser
o head foi o vértice B. Assim, B apontara para o outro vizinho, C, que por sua
vez aponta para E. Teremos uma lista encadeada de vizinho do vértice A. De
forma analoga, criamos uma lista encadeada de vizinhos para cada vértice
existente no grafo.

Grafos também podem ser do tipo dirigido. Todos os exemplos que vimos
até entdo sdo néo dirigidos. Um gafo dirigido é aquele que contém um Unico
sentido de conexdo entre os vértices e representamos esse sentido por uma

seta. Vejamos a Figura 9 a seguir.
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Figura 9 — Exemplo de lista de adjacéncias em grafos dirigidos
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Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

E interessante notar que representamos como vizinho de cada vértice
somente aqueles os quais respeitam os sentidos das setas. O vértice D ndo tem
vizinhos, pois sobre ele ha somente indice uma aresta vinda de C.

Embora seja possivel implementar um grado dirigido com matriz de

adjacéncias, o mais usual é o emprego da lista de adjacéncias.
2.3 Comparativo das representagoes

Podemos comparar o desempenho das representacdes de acordo com a
quantidade de vértices e arestas contidas no grafo. Temos um grafo denso
quando a quantidade de aresta E € equivalente ao quadrado da quantidade de

vértices V, e um grafo esparso quando o total de arestas for igual ao de vértices:

e Grafo denso: |E| = |V]|?

e Grafo esparso: |[E| = |V]|

Em uma matriz de adjacéncia, sempre utilizaremos |V|? de espaco na
memoria. Ou seja, se tivermos um grafo com 10 mil vértices, teriamos
100.000.000 bytes de uso de memoéria. Portanto, uma desvantagem dessa
representacdo é o excesso de uso de memodria, especialmente para grafos
grandes.

Em termos de complexidade de tempo de execucdo, a matriz é mais
rapida que a lista de adjacéncia para grafos densos, pois acessa qualquer dado
com o mesmo tempo. Por fim, essa representacdo € mais simples de ser
aplicada para grafos ponderados.

Ja4 uma lista de adjacéncia é mais rapida se comparada a matriz, e

emprega menos espaco de memoria para grafos esparsos. Em contrapartida,
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para grafos bastante densos sdo mais lentas do que a versdo matricial, isso
porque grafos densos tendem a formar grandes listas de vizinhos, que quando
representadas por listas encadeadas geram um tempo de acesso ao dado

bastante elevado.
TEMA 3 — BUSCA EM PROFUNDIDADE

Apés entendermos como construir um grafo, vamos analisar como
caminhamos pelos elementos dessa estrutura de dados. Entdo, vamos assumir
que temos um grafo ja construido utilizando uma lista de adjacéncias.

Agora, queremos andar por cada veértice do grafo, sem repetir nenhum,
partindo de um vértice de origem. Cada vértice visitado € marcado para que nao
seja revisitado. O algoritmo é encerrado quando o ultimo vértice € visitado.

O algoritmo de busca em profundidade, mais conhecido pelo seu nome
inglés Depth-First Search (DFS), apresenta uma légica bastante simples e
funcional para resolver esse problema de descoberta do grafo.

Vamos acompanhar o funcionamento desse algoritmo com um exemplo.
Para um melhor entendimento inicial, adotaremos uma analogia de um labirinto.
Na Figura 10 a seguir, temos um labirinto representado por um tabuleiro 7x7.

Queremos partir de um ponto A e chegar em um ponto B.

Figura 10 — Labirinto 7x7 para exemplo

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Podemos entender que cada quadradinho do labirinto pode ser
considerado um vértice. Se houver conexdo entre dois quadradinhos, ou seja,
se eles se encostam, existe, portanto, uma aresta de conexao entre eles.

Nao existe aresta nos quadradinhos marcados em cinza. Esses
quadrados sdo considerados paredes em nosso labirinto. Podemos representar

o labirinto como um grafo quadrado de 7x7 vértices, conforme Figura 11 (a) a
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seguir. Note que alguns vértices ficam sem conexao, pois sao as paredes. Para

fins de simplificacédo, podemos eliminar esses vértices do grafo (Figura 11, b).

Figura 11 — Grafo representativo do labirinto 7x7

a) b)

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Precisamos agora partir do ponto A, em verde, até chegar no ponto B, em
vermelho utilizando o algoritmo de busca em profundidade. Lembre-se de que
cada vértice sé tem o conhecimento de quem s&o seus vizinhos. Portanto, ele
nao tem a menor ideia de que caminho deve seguir para chegar em B.

A DFS faz o seguinte procedimento: como cada veértice tem uma lista de
vizinhos, a DFS simplesmente acessa o primeiro vizinho da lista daquele vértice
e avanca para ele. No novo vértice, acessa-se 0 primeiro vizinho novamente, e
assim por diante, ou seja, vamos acessando o primeiro vizinho de cada lista até
atingirmos 0 nosso objetivo.

Esta logica pode nos gerar situacbes com desempenhos bastantes
distintos. Imaginemos que, por coincidéncia, os primeiros vizinhos de cada
vértices sigam exatamente em direcdo ao ponto B. Faremos um caminho direto

em direcdo ao ponto B. Vejamos a Figura 12 a seguiir.




13

Figura 12 — Labirinto indicando o trajeto em verde de A até B: em amarelo, 0s

outros vizinhos nao acessados

=

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Todavia, podemos ter uma situacado oposta. Ou seja, imaginemos que,
partindo do ponto A, o primeiro vizinho seja para um caminho oposto. Entéo,
percorreriamos o trajeto até um ponto sem saida, conforme pode ser visto na
Figura 13 a seguir. Somente ao atingirmos o ponto final do trajeto € que
retornamos para o Ultimo vértice com trajetos disponiveis e tomamos outro

caminho, este em diregéo ao ponto B, por exemplo.

Figura 13 — Labirinto indicando o trajeto em verde de A até B

—

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Por meio do exemplo do labirinto foi possivel notar que o algoritmo de
busca em profundidade escolhe um caminho e vai profundamente percorrendo
ele até tentar outro trajeto.

Vamos agora investigar um grafo mais simples com o objetivo de
compreendermos o algoritmo da DFS. Na Figura 14 a seguir, vemos o grafo que

vamos utilizar.
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Figura 14 — Busca em profundidade no grafo: estado inicial

4 LISTA DE ADJACENCIAS
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/

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Queremos andar por todos os vértices, partindo de um veértice de origem.
O primeiro vizinho detectado (mais na frente na lista encadeada daquele vértice)
serd imediatamente acessado.

Assim, cada novo elemento ainda ndo descoberto € selecionado com
base nas listas encadeadas de cada vértice até que o ultimo seja encontrado.
Os elementos descobertos vao sendo empilhados e desempilhados seguindo as
regras de uma estrutura do tipo pilha. Ou seja, s6 podemos voltar ao vizinho de
um nd mais abaixo na pilha se resolvermos primeiro o elemento mais acima, no
topo da pilha.

Vamos analisar o grafo da Figura 14 anterior. Mostraremos como se da o
funcionamento légico desse algoritmo e mostraremos graficamente a descoberta
do grafo. O grafo contém quatro vértices iniciando em zero e trés arestas.
Podemos construir a lista de adjacéncias desse grafo. Ainda, € importante
observar que temos uma pilha que, neste momento, esta vazia.

Desejamos iniciar a descoberta de nosso grafo pelo vértice zero. Na
Figura 15 a seguir, vemos que esse veértice é entdo marcado como ja visitado
(cor azul). Assim, ndo é possivel mais revisita-lo. Em nossa pilha, que estava

vazia, colocamos nosso Vvértice inicial zero.
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Figura 15 — Busca em profundidade no grafo, partindo de V,: etapa 1

/- LISTA DE ADJACENCIAS
PILHA
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0
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Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Como esse vértice 1/, esta no topo da pilha, vamos acessar sua respectiva
lista de vizinhos. Acessamos, entdo, o primeiro elemento da lista encadeada de
vizinhos de V,,, que é o vértice V; (destacado em laranja na Figura 16 a seguir).
Imediatamente, colocamos esse vértice como ja visitado (cor azul) no grafo e
inserimos ele no topo da pilha, acima de V,. Agora, temos dois dos quatro

vértices ja visitados.

Figura 16 — Busca em profundidade no grafo, partindo de V,: etapa 2

/ LISTA DE ADJACENCIAS
PILHA
Vo V, 0 1 =—3 || TOP
1
a 110 [T 2 I
]
E 0
“ 2|1 I
V3 v,
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[l MARCADO [I] ELEMENTO SENDO VERIFICADO [Jl]] ELEMENTO JA VERIFICADO ] /

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

O préximo vértice a ser visitado sera o primeiro vizinho da lista encadeada
do vértice V;. E importante perceber que nem terminamos de varrer toda a lista
encadeada de V,, mas j& pulamos para a lista de outro vértice. O primeiro vizinho
de V; é o proéprio V,, que na verdade ja foi visitado. Nesse caso, passamos para
o préximo elemento da lista encadeada, que € o vértice V,. Este, ainda néo
visitado (em laranja), é entdo marcado como visitado e colocado no topo da pilha,
que agora contém trés elementos. Vejamos a Figura 17 a seguir.
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Figura 17 — Busca em profundidade no grafo, partindo de V,: etapa 3

4 LISTA DE ADJACENCIAS PILHA
Vo b 0 1 =—>3 |. TOP
2
1 0 —2 —l
e
2 1
2
Vs V, 0
310 I
[ MARCADO [I7] ELEMENTO SENDO VERIFICADO [JJ] ELEMENTO JA VERIFICADO ] /

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Nesse momento, estamos na lista encadeada do vértice V,. Na Figura 18
a seguir, vemos que precisamos acessar 0 primeiro vizinho do vértice V, (em
laranja); esse vizinho € o vértice V;, que ja foi visitado. Ainda, toda a lista de
vizinhos do vértice V, ja foi verificada, ndo havendo mais nenhum vizinho de V,.

Desempilhamos o vértice atual (V,) e voltamos para o elemento abaixo
dele na pilha (V;), que ja teve todos o0s seus vizinhos visitados. Desempilhamos
ele, voltamos para V, e acessamos o segundo elemento da lista encadeada, pois
o primeiro havia sido visitado anteriormente. Encontramos, assim, o ultimo

vértice nao visitado, o /3. Marcamos ele e colocamos no topo da pilha.

Figura 18 — Busca em profundidade no grafo, partindo de V,: etapa 4

’ LISTA DE ADJACENCIAS
v v PILHA
0 1 0|1 > 3 I TOP
g1/|0 > 2 I 3
g
=
2 1 —— I| 0
Vs V,
3|0 |
[l MARCADO [ ELEMENTO SENDO VERIFICADO [I] ELEMENTO JA VERIFICADO ] /

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Todos os vértices ja haviam sidos visitados na etapa anterior. Porém,
ainda precisamos encerrar nosso algoritmo. Na Figura 19 a seguir, no vértice Vs,
verificamos o primeiro vizinho dele na lista encadeada, o vértice V),
anteriormente marcado. Chegamos ao final da lista; desempilhamos V;, restando

somente V.
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Figura 19 — Busca em profundidade no grafo, partindo de V,: etapa 5

4 LISTA DE ADJACENCIAS
Vo Vy
01  —»3 |
PILHA
.1 0 =2  —| TOP
E 0
=21 | —l
V3 v, I
2 0 | —l
[ MARCADO [T] ELEMENTO SENDO VERIFICADO [J]] ELEMENTO JA VERIFICADO ] /

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Embora V, ja tenha sido visitado, faltava desempilha-lo (Figura 20).
Fazendo isso, temos nossa pilha vazia e todos o0s quatro vértices visitados,

encerrando nosso algoritmo de busca por profundidade.

Figura 20 — Busca em profundidade no grafo, partindo de V,: etapa 6

/ LISTA DE ADJACENCIAS
Vo Vi
011 >3 I PILHA
TOP
a1 0 — ) — I|
8
E
=211 II
\E v,
0 —l
[l MARCADO []] ELEMENTO SENDO VERIFICADO [l ELEMENTO JA VERIFICADO ] /

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

TEMA 4 - BUSCA EM LARGURA

O algoritmo de busca em largura, mais conhecido pelo seu home inglés
Breath-First Search (BFS), trabalha com a ideia de visitar primeiramente todos
os vizinhos de um mesmo vértice atualmente marcado antes de pular para o
proximo vertice.

Vamos acompanhar o funcionamento desse algoritmo com um exemplo.
Para um melhor entendimento inicial, adotaremos uma analogia de um labirinto.
Na Figura 21 a seguir, temos um labirinto representado por um tabuleiro 7x7.

Queremos partir de um ponto A e chegar em um ponto B.
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Figura 21 — Labirinto 7x7 para exemplo

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Podemos entender que cada quadradinho do labirinto pode ser
considerado um vértice. Se houver conexao entre dois quadradinhos, ou seja,
se eles se encostam, existe, portanto, uma aresta de conexao entre eles.

Nao existe aresta nos quadradinhos marcados em cinza. Esses
quadrados sédo considerados paredes em nosso labirinto. Podemos representar
o labirinto como um grafo quadrado de 7x7 vértices, conforme Figura 22 (a) a
seguir. Notemos que alguns vértices ficam sem conexao, pois sdo as paredes.
Para fins de simplificacdo, podemos eliminar esses vértices do grafo (Figura 22,
b).

Figura 22 — Grafo representativo do labirinto 7x7

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Precisamos agora partir do ponto A, em verde, até chegar ao ponto B, em
vermelho, utilizando um algoritmo de busca em largura. A BFS faz o seguinte
procedimento: ao invés de tomar um caminho como unico e seguido até o final,
a BFS anda para todos os lados simultaneamente. Ela anda um pouco em cada

um dos caminhos possiveis.




Vejamos a Figura 23, a seguir. Partindo do ponto A, temos trés caminhos
possiveis: esquerda, direta e cima. A BFS vai andar para todas essas dire¢des
simultaneamente. Dessa maneira, deixamos marcado em amarelo todos os

caminhos tracados.

Figura 23 — Grafo representativo do labirinto 7x7

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Uma diferenca interessante em relacdo a busca por profundidade € que
ele trabalha com uma estrutura do tipo fila para indicar qual o proximo vértice a
ser acessado, ja na DFS tinhamos uma estrutura de pilha.

Vamos acompanhar o funcionamento desse algoritmo com um exemplo.
Na Figura 24, a seguir, esté ilustrado o grafo que sera trabalhado. E interessante
perceber que temos agora um array de distancias, que mantera armazenada a
distancia de cada vértice em relacdo ao vértice de origem, ajudando na deciséo

de qual sera o proximo vértice a ser visitado.

Figura 24 — Busca em largura no grafo, partindo de V,,: estado inicial

4 LISTA DE ADJACENCIAS
FILA

Vo Vi 0|1 > 3 I  HEeaD

v 1 0 > 2 I'

£ DISTANCIAS

"2 |1 I 0 1 2 3
Vs, V,

3(0 I
/

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

A proposta desse algoritmo € a de partir de um vértice de origem e acessar
a lista de adjacéncias daquele vértice, ou seja, seus vizinhos. Partindo da lista

de vizinhos, calcula-se a disténcia deles para o vértice de origem e salva-se em
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um vetor de distancias. Os elementos vao sendo enfileirados a medida que vao
sendo acessados nas listas encadeadas.

Iniciamos nossa analise no vértice V,, novamente. Nesse modo, podemos
imediatamente marca-lo como j& visitado (cor azul). Colocamos também esse
vértice na fila. Lembre-se de que, em uma fila, a insercdo acontece sempre no
final dela (Fifo). Como a fila estava vazia, o inserimos na primeira posi¢cao. A

distancia do vértice de origem para ele mesmo sera sempre zero (Figura 25).

Figura 25 — Busca em largura no grafo, partindo de V,: etapa 1

/ LISTA DE ADJACENCIAS
FILA
Vo Vi 0|1 > 3 I Heao
0
10 » 2 I
v
o DISTANCIAS
o
€211 | 0 1 2 3
\E V, 0
3(0 g
[ MARCADO [ ELEMENTO SENDO VERIFICADO [J] ELEMENTO JA VERIFICADO ] V4

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Conhecendo a lista de vizinhos do vértice V,,, devemos passar elemento
por elemento dessa lista encadeada, inserindo-os ao final da fila e calculando as
distancias.

Na Figura 26, a seguir, encontramos o primeiro vizinho de V,, que é V.
Colocamos V; na fila e calculamos a distancia dele para a origem. O calculo da
distancia é feito usando o valor da distancia do vértice atual (valor zero) e
acrescentando uma unidade, resultando em distancia um (0 + 1 = 1), conforme

Figura 26, a seguir.
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Figura 26 — Busca em largura no grafo, partindo de V,,: etapa 2

’ LISTA DE ADJACENCIAS
FILA
Vo Vi 0 1 —3 I HEAD
1
1|0 > 2 |
vy
o DISTANCIAS
or
€201 I 0 1 2 3
V3 vV, 0 1
3|0 |
[l MARCADO [7] ELEMENTO SENDO VERIFICADO [Jl]] ELEMENTO JA VERIFICADO ] /

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Na Figura 27, a seguir, passamos para o proximo vizinho do vértice V,. O
vértice V; recebe o mesmo tratamento que V;: sua distancia é de valor um 0 +
1 =1, pois estd a um salto de distancia da origem, e ele é colocado no final da
fila, apos o vértice V;. Assim, encerramos a varredura dos vizinhos do vértice 1,

e calculamos as distancias, mas ainda nao visitamos eles.

Figura 27 — Busca em largura no grafo, partindo de V,: etapa 3

/ LISTA DE ADJACENCIAS
FILA
VO Vl 0 1 — 3 — II HEAD
1|3
110 > 2 |
wy
O DISTANCIAS
\EC
2101 I 0 1 2 3
Vs v, 0|1 1
3(0 |
" MARCADO [T ELEMENTO SENDO VERIFICADO [ll] ELEMENTO JA VERIFICADO | J

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Na Figura 28, a seguir, com V, encerrado (cor verde), vamos para o
proximo vértice da fila, o vértice V;. Marcamos ele, o removemos da fila e
acessamos sua lista encadeada de vizinhos. O primeiro vizinho é o vértice V,,
que ja foi visitado, portanto, seguimos para o proximo vértice, que é V,. Esse
vértice ainda néo foi visitado, entdo colocamos ele ao final da fila e calculamos
uma distancia. Como ele esta a dois vértices de distancia da origem, sua
distéancia é dois (1 + 1 = 2).
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Figura 28 — Busca em largura no grafo, partindo de V,: etapa 4

4 LISTA DE ADJACENCIAS
FILA
3 (2
10 —>2 |
O DISTANCIAS
221 I 0 1 2 3
V
: V2 0|12 |1
310 I
[l MARCADO [] ELEMENTO SENDO VERIFICADO [J)] ELEMENTO JA VERIFICADO ] /

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Na etapa 4, jA encerramos o0s calculos de todas as distancias possiveis e
enfileiramos todos os vértices restantes, V; e V,. Assim, na etapa 5 (Figura 29),
removemos da fila o proximo vértice V; e marcamos ele (cor azul). Acessamos,
entdo, a sua lista de vizinhos. Nela, s6 existe o vértice V,, ja acessado. Portanto,
nada mais fazemos nessa etapa e podemos passar para o proximo elemento da

nossa fila.

Figura 29 — Busca em largura no grafo, partindo de V,: etapa 5

’ LISTA DE ADJACENCIAS
FILA
Vo vV, 011 —_ 3 —— I| HEAD
2
110 — 2 —— I|
S DISTANCIAS
€211 |s 0 1 2 3
V
: Va 0 (1|21
320 |
[l MARCADO [] ELEMENTO SENDO VERIFICADO [l] ELEMENTO JA VERIFICADO ] J/

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Na Figura 30, a seguir, acessamos 0 Vvértice V,, Ultimo ainda néo
descoberto, e vemos que ele tem como vizinho somente o vértice V;. Como o

vértice 1 ja € conhecido, nada mais fazemos nessa etapa.
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Figura 30 — Busca em largura no grafo, partindo de V,: etapa 6

/ LISTA DE ADJACENCIAS
FILA
Vo Vi 01 |=—>3 | —| HEAD
110 —_— D — I|
(%)
C DISTANCIAS
o
€2 1 | —I 0 1 2 3
V
: V2 0|1 ]|2]1
3 0 — II
[ [ MARCADO [T ELEMENTO SENDO VERIFICADO[I] ELEMENTO JA VERIFICADO | /

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Por fim, na etapa 7 (Figura 31), estamos com todos nossos elementos ja

visitados e todas as listas encadeadas varridas. Nosso algoritmo se encerra aqui.

Figura 31 — Busca em largura no grafo, partindo de V,: etapa 7

/ LISTA DE ADJACENCIAS
FILA
VO Vl O 1 ——- 3 — II HEAD
110 —_— ) — II
(%]
s DISTANCIAS
=
295 11 — II 0 1 2 3
V
: V2 0|1 (2|1
320 |
] MARCADO [I] ELEMENTO SENDO VERIFICADO [Jl] ELEMENTO JA VERIFICADO | /

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

4.1 Comparativo de desempenho: DFS x BFS

A Unica e real diferenca no funcionamento de ambas as buscas no grafo
€ que a BFS opera com uma estrutura de fila, j& a DFS com uma pilha. Ent&o
qual o impacto disso na complexidade Big-O?

A andlise ndo é trivial, mas vamos assumir que |V| é nosso total de
vértices, e que |E| é o total de arestas. Inicialmente, independentemente do
algoritmo escolhido, precisamos inicializar todos nossos veértices. Se
considerarmos esse tempo de inicializacdo, temos para tal um O(|V|).

No BFS, com a fila, fazemos insercdes e remoc¢des sem dependéncia do
tamanho do conjunto de dados, ou seja, 0 acesso ao dado, como insercao e
remocao, € sempre O(1). Todavia, nesse algoritmo precisamos verificar as
distancias de um vértice com todos os seus vizinhos, portanto, em um pior

cenario, temos esse procedimento sendo realizado para todas as arestas: O(|E|).
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Como fazemos esse calculo uma sé vez para todo o algoritmo, ficamos com
O(|E]). Juntando a inicializagdo com a complexidade do BFS, temos: O(|V| + |E|).

De maneira bastante similar, o DFS opera com uma pilha e também tem
tempo constante O(1), mas realizado o procedimento para cada uma das

arestas. Sendo assim, a complexidade da DFS também sera O(|V| + |E|).
TEMA 5 — CAMINHO MINIMO (ALGORITMO DE DIJKSTRA)

Vamos agora estudar um algoritmo que, por meio de um grafo conhecido,
encontra a menor rota (caminho com menor peso) entre dois vértices.

O algoritmo investigado neste topico sera o algoritmo de Dijkstra, que tem
esse nome em razao do cientista da computacéo holandés Edsger Dijkstra, que
publicou o algoritmo pela primeira vez em 1959. Esse algoritmo € o0 mais
tradicional para realizar a tarefa de encontrar um caminho. Para realizar tal
procedimento, podemos utilizar um grafo ponderado, ou seja, aquele com
pesos distintos nas arestas.

Vamos aplicar o algoritmo de Dijkstra em um grafo ponderado e obter as
menores rotas, partindo de uma origem para todos 0s outros vértices desse
grafo. Todo o algoritmo sera apresentado utilizando uma métrica aditiva. Isso
significa que essa métrica vai encontrar a menor rota considerando o menor
peso somado entre os caminhos.

Um exemplo pratico de métrica aditiva seria o trafego de veiculos em
rodovias. Enquanto maior o trafego, pior o desempenho daquela aresta, e,
portanto, maior o seu peso no grafo.

Para conhecimento, existem outros tipos de métricas, como a
multiplicativa, em que o melhor caminho encontrado € aquele cujo produto entre
0s caminhos € o maior valor, e 0s pesos sdo multiplicativos nessa situacéo. Um
exemplo dessa métrica poderia ser o limite de velocidade das estradas: enquanto
maior o limite, mais rapido o veiculo anda e, portanto, melhor aquela rota/aresta.

Na Figura 32, a seguir, temos o estado inicial da lista de adjacéncias
ponderadas. Os valores que estdo entre parénteses sao 0s pesos das arestas.
Por exemplo, na lista encadeada do vértice V;, temos como primeiro elemento

IV, € 0 peso da aresta entre eles esta indicado pelo valor 2 entre parénteses.
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Figura 32 — Algoritmo de Dijkstra, partindo de V;: estado inicial

’ LISTA DE ADJACENCIAS
Vo 2 v, O 1(2) > 3(2) ——|||
5 281 0(2) > 2(4) o 3(5) __||I ; Dlslmmu,;s .
§2 1(4) ——lll o0 (o0 | o0 | cO
b s o [ds]1m I
/

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

O algoritmo do caminho minimo precisa calcular as menores rotas de um
vértice em relacdo a todos os outros. Portanto, um vetor com distancias fica
armazenado. O estado inicial desse vetor € que todas as rotas iniciam com um
valor infinito, ou seja, como se o caminho de um vértice até o outro ndo fosse
conhecido. A medida que os trajetos v&o sendo calculados, os pesos das rotas
vao sendo alterados.

Vamos explicar o funcionamento do algoritmo iniciando no vértice V;.
Assim, encontraremos a rota de V; para todos 0s outros vértices existentes no
grafo ponderado.

Na Figura 33, a seguir, iniciamos a primeira etapa de operacédo do método.
Como partiremos de V;, j& iniciaremos acessando a lista de vizinhos desse
vértice e calculando as rotas para eles. Iniciamos encontrando a rota de V; para
ele mesmo. Nesse caso, o0 vértice de origem para ele mesmo tera sempre peso
zero, conforme apresentado no vetor de distancias.

Em seguida, acessamos o head da lista encadeada de V,, que é V,, com
um peso de aresta de 2. Assim, o calculo da distancia entre eles sera o peso em
I, = 0 acrescido do peso dessa aresta, resultando no valor 2. Esse valor, por ser
menor do que infinito, é colocado no vetor na posi¢cao de V,. O célculo esta

apresentado no canto inferior direito da Figura 33.
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Figura 33 — Algoritmo de Dijkstra, partindo de V;: etapa 1

/ LISTA DE ADJACENCIAS
1(2) > 3(2) -—| 1 DISTANCIAS
Vo , Vv 0 | o e
) Lg1 0@ —{2) [ L {306) | ]l [2]0 ||
5]
=5 1@ |4 ||' D[0] = D[1] + Peso[1,0]
D[0]=0+2=2
Vs v, -
3 |0(2) > 1(5) || 2 < oo, entdo
nova rota encontrada
/

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Seguimos na Figura 34, a seguir, acessando o segundo elemento da lista

de vizinhos de V. Em V,, fazemos o peso de V, = 0 acrescido da aresta para V,,

resultando no valor 4, que por ser menor do que infinito é colocado como rota

valida entre V; e V.

Figura 34 — Algoritmo de Dijkstra, partindo de V;: etapa 2

v LISTA DE ADJACENCIAS
1(2) » 3(2) __l ' DISTANCIAS
Vo , Vv O | o e
, Lol 0@ — 24 | —{3(5) [ ]k |2]0|4]ee
B 5 | 1(9) I D[2] = D[1] + Peso[1,2]
vV D[2]=0+4=4
3 \ 5
* 3 0(2) »| 1(5) || 4 < oo, entdo
nova rota encontrada
/

Crédito: o autor.

A etapa 3 esta na Figura 35, a seguir. De forma semelhante as duas

etapas anteriores, calculamos a distancia entre V;, e V3, resultando em 5, e

colocamos no vetor de distancias na posicéo de V;.




27

Figura 35 — Algoritmo de Dijkstra, partindo de V;: etapa 3

/ LISTA DE ADJACENCIAS
1(2 » 3(2) | = DISTANCIAS
Vo , Vv 0 (2) (2) —||- | oeTes
2 Lg1 0@ —204) | —s365) —]- (2|04
- 2 | 1(4) ——||- D[3] = D[1] + Peso[1,3]
vV v D[3]=0+5=5
3 ~
2 3 0(2) » 1(5) -—||| 5 < oo, entdo
nova rota encontrada
/

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Todos os vizinhos do vértice V; tém suas rotas calculadas. Um panorama

geral € apresentado na Figura 36, a seguir, indicando que todos os vizinhos

foram calculados (cor verde).

Figura 36 — Algoritmo de Dijkstra, partindo de V;: etapa 4

/ LISTA DE ADJACENCIAS
Vo , v, O 1(2) » 3(2) -—||- ; DISle\NCI;S
- R 0(2) —s 2(4) | —— 3(5) I 210! 4
éz 1(4) —_||.
vV, Vv, 3 [o(2) > 1(5) __||,
/

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Precisamos passar para o proéximo vértice e calcular as rotas partindo de

V, e passando por este vértice intermediario. O vértice que vamos assumir agora
€ o0 de menor caminho no vetor distancias e que ainda néo tinha sido marcado.

Sera, portanto, o vértice V,,, com distancia para V; sendo 2.

Seu primeiro vizinho é o préprio vértice de origem V,, na Figura 37, a

seguir. Como esse Vértice ja foi visitado, podemos pula-lo nessa analise.
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Figura 37 — Algoritmo de Dijkstra, partindo de V;: etapa 5

vd LISTA DE ADJACENCIAS

V. 0 1(2) | ——>{ 3(2) -—||. DISTANCIAS
1 0 1 2 3

;02 —»24) —»36) —] |[2|0]|4]|5

5 | 1(4) __||.
V
° 2o L To) o 1(5) -_||.

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

VERTICES

y

/

Na Figura 38 adiante, seguimos para o préximo vizinho de V,, o V5. Isso
significa que calcularemos umarota V; —» V, - V5. O peso dessa rota sera o peso
até V,, ja calculado e de valor 2, somado com o peso da aresta V, e V5, que € 2
também. Assim 2 + 2 = 4.

Observemos agora algo interessante. O peso da rota de V; até Vs,
passando por V,, resultou em peso 4. Anteriormente, tinhamos calculado o peso
da rota direta entre V; e V3, cujo valor resultou em 5. Portanto, a rota passando
por V, tem um peso menor (4 < 5), resultando em uma nova rota até ;. Notemos
gue uma rota com peso menor, mesmo passando por um vertice a mais, acaba

resultando em um caminho menor que o outro.

Figura 38 — Algoritmo de Dijkstra, partindo de V;: etapa 6

4 LISTA DE ADJACENCIAS
1(2) | —— 3(2) _l ' DISTANCIAS
Vo o, Vv O | o e
, Lol 0@ — 2@ —36) —] |2]0]|4]4
E 5 [1(9) | 4 ||' D[3] = D[0] + Peso[3,0]
V D[3]=2+2=4
3 \" =
’ 3 (0(2) > 1(5) -_||. 4 <5, entdo
nova rota encontrada
/

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Na Figura 39 adiante, ja encerramos nossos calculos passando pelo
vértice V,. Seguimos entdo para o proximo vértice ndo visitado e de menor
distancia no vetor, o vértice V,. O Unico vizinho de V, é vértice origem V,, ja

visitado. Portanto, ndo existira uma nova rota aqui.
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Figura 39 — Algoritmo de Dijkstra, partindo de V;: etapa 7

4 LISTA DE ADJACENCIAS

v. 0 1(2) | —— 3(2) —||| DISTANCIAS
1 0 1 2 3

02— 204) — 350 —] |2]|0|4]4

5 | 1(4) _||.
V3 V,
3 [0(2) > 1(5) _||.

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

VERTICES

r

/

Na Figura 40 adiante, seguimos para o0 proximo, e ultimo, vértice ndo
visitado e de menor distancia no vetor, o vértice V5. O primeiro vizinho de V; é
V,, assim faremos o trajeto V; - V; = V. O custo até V; é 4 e 0 peso de V; até

V, € 2, resultando em 6, custo superior a atualmente a rota de 4.

Figura 40 — Algoritmo de Dijkstra, partindo de V;: etapa 8

/ LISTA DE ADJACENCIAS

1(2) | = 3(2) _l ' DISTANCIAS
Vo o o | 0 1 2 3
, Lol 0@ | —s 208) | — 3(5) F |2]|0|4]|a
- 2 | 1(4) —||| D[0] = D[3] + Peso[1,3]

v v D[3]=4+2=6

’ 23 02— 1(5) -_||. 6>2, entdo
rota NAO alterada
/

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Na Figura 41, a seguir, temos o segundo vizinho de V;, o0 V;, que é a

propria origem. Portanto, ndo precisamos analisar.

Figura 41 — Algoritmo de Dijkstra, partindo de V;: etapa 9

e LISTA DE ADJACENCIAS

v, O 1(2) | =—> 3(2) _||. ; DIS;:I'ANCI;S
S

| 0@) | — 2(4) —s365) —] [2[0]4]4

5 | 1(8) _||.
i o) L 1) _||.

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

Vo

VERTICES
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Na Figura 42, a seguir, ja percorremos todos os vizinhos de todos os
vértices e calculamos todas as rotas possiveis. Desse modo, as distancias
resultantes estdo colocadas no vetor de distancias, e abaixo de cada valor esta
a sequéncia de vértices para aquela rota. Por exemplo, para atingirmos o vértice

V5, a melhor rota encontrada foi V; - V, —» V5, e ndo V; — V; diretamente.

Figura 42 — Algoritmo de Dijkstra, partindo de V;: etapa 10

- LISTA DE ADJACENCIAS
1(2) | =—b 3(2) _l ' DISTANCIAS
Vo o v, O | 0 1 2 3
: L o1 0@ —204) —365) —] |2|0|4]|4
g v,
5 1(4) _||, Vi Vg 1 Vi
Vs V, Vo Vzi Vo
3 0(2) | — 1(5) —] v
3
/

Crédito: Vinicius Pozzobon Borin.

FINALIZANDO

Nesta etapa, aprendemos sobre estrutura de dados do tipo grafo.
Aprendemos que grafos ndo apresentam uma estrutura fixa na sua topologia de
construcéo e sdo constituidos de vértices e arestas que conectam esses vertices.

Cada vértice do grafo contera um conjunto de vértices vizinhos, os quais
sdo vértices conectados por meio de uma unica aresta. Aprendemos que
podemos representar um grafo de duas maneiras distintas: matriz de
adjacéncias e lista de adjacéncias. Esta ultima constréi um grafo utilizando
diversas estruturas de listas encadeadas, em que cada vértice ter4d uma lista
contendo todos os seus vizinhos.

Vimos também dois algoritmos distintos de descoberta do grafo, ou seja,
como passear pelos vértices uma Unica vez, sem repeti-los. Para isso, vimos o
algoritmo de busca por largura (BFS) e o de busca por profundidade (DFS).

Por fim, vimos um algoritmo classico de calculo de rotas dentro de um
grafo. Ele calcula o menor trajeto dentro de um grafo pondero. O algoritmo

estudado foi o de Dijkstra.
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