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CONVERSA INICIAL

Sequéncias e relagoes de recursao

Na matematica, € muito comum vermos expressdes do tipo “dada uma
sequéncia de numero naturais impares 1,3,5,7 .. Podemos defini-la como
Xpt1 =X, +2, em que x; =1". Esse tipo de exemplo mostra um tipo de

sequéncia infinita dada por uma férmula de recorréncia.

Esse exemplo mostra exatamente 0s conceitos que veremos nesta aula,
visto que nas aulas anteriores aprendemos sobre inducéo e funcdes. Esta aula
vem como uma “mistura” desses assuntos, ndo vamos tratar de inducéao
novamente, mas sim do conceito de sequéncias infinitas e recorréncias,
juntamente com funcbes que trabalham com isso, que sdo 0s somatorios e

produtorios.
TEMA 1 - SOMATORIOS

Na matematica, muitas das quantidades importantes sdo determinadas
por somas de uma quantidade variavel de parcelas, por exemplo, 2 + 2% + 23 +
-4 2™, para algum n inteiro. Assim como nesse caso, utiliza-se o simbolo sigma
maiusculo, para denotar tal soma, também podemos chama-lo de somatério.
Para o exemplo que acabamos de ver:

n
2k =21 422 423 - 4 27
k=1
De maneira que na parte de baixo do somatério indicamos o primeiro

termo da soma, e na parte superior, o ultimo.

Em geral, denotamos um somatorio como:

i £
k=m

Em que k € uma variavel arbitraria, também conhecido como indice ou
variavel indexadora; f (k) denota uma formula que depende dos valores de k, e
m,n sa@o valores que nao dependem de k, e mais m < k < n. Podemos ainda

encontrar variagdes dessa notacgao:
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k
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G
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Em que P(k)denota uma regra/predicado sobre os inteiros, “soma de

todos os valores f(k) tais que P(k) € verdadeiro”. Vejamos mais alguns

exemplos:

k? =22 4+ 42 + 6% + 8% + 102
1<k<10
k par

1 1+1+1
: p 2 3 5
p primo
p divide 120

ik_n(n+1)

2
k=1

n

12— Cn+ 1N+ Dn
Z B 6

i <n(n + 1))

k=1

k=1

1.1 Propriedades

Como no somatério estamos trabalhando literalmente com somas, entao,

a notacdo X permite que a manipulemos de diversas maneiras, sendo assim,

valem as propriedades:

1. Distributiva: para qualquer c

PICE c@ f(k)>

k




2. Associativa:

PNGOEFICIEDWICEWICS
k k k

3. Decomposicao: sejamK,,K, S K,ondeK; NK, =0e K, UK, =K, paraK

€ o dominio do indice k. Ent&o:
D F = f0+ ) f)
kek kEK, kEK,

4. Troca indice: se p € uma funcéo bijetora qualquer de K para um conjunto

jet
> Few) = £0)

kek jEJj

Exemplo: dado o somatorio }7_;(xx+1 — Xx), para x uma sequéncia de

numeros reais. Utilizando as propriedades acima, reescreva tal somatorio.

Temos:

n
Z (g1 —x
k=1

Utilizando a propriedade associativa:
n n n
Z(xk+1 — X)) = Z Xg+1 — Z Xk
k=1 k=1 k=1

Reescrevendo o indice do primeiro somatorio: k + 1 = i, assim, quando

k=1=i=2equando k=n=i=n+ 1, portanto:

n n
Z(xk+1 —Xy) = Xk+1 — Z Xk =
k=1

n 1
k=1 k=1 i
“Tirando” o ultimo termo do primeiro somatério e primeiro termo do

n

+

n
xi—Zxk

k=1

I
N

segundo somatério, para deixa-los comecando com o0 mesmo indice, temos:

n+1

n n n n n n
Z(xk+1_xk):zxk+1_zxk: xi_zxk Zx T Xpt1 — 1_Zxk
k=1

k=1 k=1 i=2 k=1 i=2 k=2




Trocando o indice novamente de i para k

+

n n+1

n n n
z(xk+1_xk)=zxk+1_zxk= xi_zxk= xk+xn+1_x1_zxk
k=1 k

n n
=1 =1 i k=1 k=2 k=2

U
N

Perceba que os somatérios sdo iguais, mas com sinais opostos, entéo,

podemos anular ambos 0s somatorios:

n

n n n n
Z(xk+1_xk)=Zxk+xn+1_x1_zxk=xn+1_x1+zxk_zxk
k=1

k=2 k=2 k=2 k=2

= X1 — X1 F Xy X3+ Xg X+ Xy — Xy — X3 — X4 — Xg — 0 — Xp,

e T o A A A T A A A /A VAR
=Xn+1 T X

Exemplo: calcule o somatorio }7_, k(k + 1).
Primeiro, calculando a expresséao k(k + 1) = k? + k, entao:
n n n
PREIEDWEDW:
k=1 k=1 k=1

= (124224324 4+n)+(1+2+3+44++n)

_n(n+1)(2n+1) nn+1)
B 6 A

(Somatorios classicos possiveis de encontrar suas férmulas na literatura).

_n(n+ D2n+1) N nn+1) B nn+1)(n+2)

2
k+k 6 > 3

NgE

k=1
. -1k
Exemplo: calcule Y325 2°.

Primeiro observe que 2% = 2k(1) = 2%¥(2 — 1) = 2k*1 — 2k assim:

n-1 n—-1 n—-1 n-1
22k222k+1_2k222k+1_22k
k=0 k=0 k=0 k=0

— (20+1 + 21+1 + 22+1 + - 4 2n—2+1 + 2n—1+1)
—(°+ 2+ 22423 4 -4 27
=21 422 423 44201 427 20— 21 22 _ 23 ... g0l




R R R ) e Ly Y Y LY
—2n—20=2n_1

5. Somatoérios Mdltiplos: os somatorios ainda podem ser especificados por
dois ou mais indices, como:

DGO = FA0)+FALD+F2,0) +f2 1 +FGBO) + G
j k

1<j<3
0<k=<1

Em casos como esses, podemos escrever 0 mesmo somatério da
maneira;

D FGR = FGO+£GD
1<j<3 0<k<1 1<j<3
Ou ainda como:

Y G = Y FAR+ @R+

0s<ks<11<j<3 0<ks1

Como vimos anteriormente, a ordem nédo alterard o resultado final da
soma. Podemos usar dessa propriedade de comutatividade para trabalhar com

o produto, assim, para quaisquer J,K € Z e quaisquer funcdes f:] > Re g:K -
R.

> F0) (Z g(k)) = gt =) > F(Dgt)

j€J keK JjE€J Jj€J kekK
keK

1.2 Majoragao
Em muitos casos ndo precisamos saber do exato valor da soma, basta

estimar o seu limitante superior ou inferior. Vejamos alguns tipos:

1. Majoracdo de termos: aqui limita-se termo a termo do somatério pelo

termo de maior valor. Por exemplo:

n
Zk+1_ Zz_
= =

n

Note que, conforme o indice k aumenta, o nUmero se torna cada vez

menor, sendo 2 o menor, podendo ser o limitante dos termos.




2. Majoragéo por indugdo mateméatica: podemos utilizar as ferramentas de
inducdo matematica para encontrar o0 majorante. Por exemplo: vamos

provar que existe uma constante ¢ > 0 tal que:

n
Z 30 < (3"
i=0

Devemos provar que (3¢ > 0)(Vn € N).

n
Z 3l < ¢3"
i=0

Passo base: tomando n = 0:

0
Z3iSC3O@3O=1SC(1)

i=0
Sentenca valida para qualquer ¢ > 0.

Hipotese de inducdo: suponhamos que a desigualdade seja valida para

algum k:

k
Z 3l < 3k
i=0

Passo de inducdo: vamos provar para k + 1, temos que:

k+1 k
231' :Z3i+3i+1
i=0 i=0

Sabendo que vale a hipétese de inducédo, segue

k+1 k

z 31' — z 3L' + 3i+1 < C3k + 3i+1 — (1+ 1) C3i+1
- 3 ¢
i=0 i=0

1 1 ~
como 3 + - < 1, entao:

k+1 k

z 3i — z 3i + 3i+1 < C3k + 3i+1 — (1+1> C3i+1 < C3i+1
= 3 c =
i=0 i=0




1.3 Somas infinitas

Ainda podemos encontrar somas infinitas, também conhecidas como
séries. Um somatorio infinito € o limite de um somatério finito, quando o ultimo

valor, ou 0 maior valor, tende a infinito.

if(k) = lim if(k)
k=0 k=0

Exemplos:

il—1+1+1+1+ =2
L2k T2 480

sz=1+2+4+8+---=oo
k=0

TEMA 2 — PRODUTORIOS

Anélogo a ideia de somatorio, o produtdrio denota o produto dos valores

f(k), para os valores inteiros k,m ,n, taisque m < k < n:
[Treo=row ron+n- ..o
k=m

Exemplo: vamos calcular.
2
1_[ k% +1
k=-2
Pela definicao:
2
[[e+1=22+ D+ D @+D @2+D- @+ D

k=-2

=UA4+Da+DO+1DA+1)@4+1)=5-2-1-2-5=100

2.1 Propriedades

Dado que os conceitos de produtério e somatorio sdo similares, € natural

pensar que as propriedades sejam similares, e de fato sdo! Respeitando o fato




gue aqui estamos trabalhando com a operacdo de multiplicacdo, € possivel
adaptar as propriedades associativa, distributiva, decomposicdo e troca de
indice para o caso do produtério. Vejamos alguns fatos.

1. Produto simples:

n
I_Ibk —by-by-.-b,
k=1

2. Produto de uma constante:

n

I]b=bb-;b=b"

k=1 n—vezes

3. Produto de uma constante por uma variavel:

n

[[ero=crr-cr@- o crm = e f@- o p = e | ro
k=1

k=1

4. Produto de duas variaveis:

[[rt0 900 = rdg - F@9@)- .o f) gy
k=1

= [f) - f@) - f)] - [g(D - 9@+ .- g = | [0 | [9 8
k=1 k=1
5. Produto de uma variavel-indice:
nk=1-2-3-...-n=n!
k=1
6. Logaritmo do produto:

lognf(k) =log[f(1) - f(2)- .- f(W] =logf (1) +1ogf(2) + -+ +log f(n)
k=1

= i log f (k)
k=1

Exemplo: dados X = {2,4,6,8,10} e Y ={1,3,5,7,9}, calcule

5 5 5
[ [ ][] [

k=1 k=1 k=1

Primeiro vamos calcular o produtério:




Pela definicdo:

e

X =X1"Xp X3 X4 -Xsg=2-4-6-8-10= 3840
k=1

Agora calcularemos o segundo produtorio:

5
nyk=y1'3’2')’3'3’4')75=1'3'5-7-9=945
k=1

E o ultimo produtério:

5

[ [ = 23 2292 20 - xays - xsys = 2143658710+ 9
k=1

= 3628800

Por outro lado, poderiamos ter feito...

5 5 5
nxkyk = (1_[ xk) (1_[ yk) = (3840)(945) = 3628800

k=1 k=1 k=1
TEMA 3 - SEQUENCIAS

Uma sequéncia é uma “estrutura discreta”, utilizada para representar uma
lista ordenada. Por exemplo, quando listamos os numeros naturais do intervalo
[1,6] temos a sequéncia 1,2, 3,4,5, 6. Esse tipo se sequéncia podemos chamar
sequéncia finita. Agora, sequéncias do tipo 1,2, 3,4, ...,100,101, ...,1000,1001, ...

sdo conhecidas como sequéncias infinitas.

Formalmente, dizemos que uma sequéncia é uma funcdo de um

subconjunto do conjunto dos nimeros inteiros para um subconjunto A.

Usualmente, usamos a notacdo {a,} para descrever a sequéncia e a,
indica um elemento da sequéncia na posi¢ao n, por exemplo, dada a sequéncia:
13 711
272359

Nessa sequéncia, o primeiro termo da série a; = 1, 0 segundo termo a, =

1 11 . .
> sexto elemento ag = Py € assim sucessivamente.

Descrevemos as sequéncias como uma lista de elementos, como ja

mencionamos de maneira ordenada, em ordem crescente dos subindices.

10
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Exemplo: seja a sequéncia {a,} em que
1
a, = "
Primeiro, note que, para que haja sentido, a sequéncia deve comecar em
n =1, ou seja,
a, s, as, ...

De maneira que a sequéncia é dada como:
1 111
) 2 ) 3 ) 4) e

Perceba que, conforme a sequéncia vai crescendo, 0s elementos da

sequéncia vao decrescendo.
3.1 Tipos especiais de sequéncias

Existem algumas sequéncias que desempenham um importante papel na

matematica, ja que suas aplicacées sédo inUmeras.

A primeira delas € a progressao aritmética, sequéncia essa em que é
possivel encontrar um padrdo em que podemos determinar todos 0s seus termos

conhecendo apenas o primeiro termo e certa constante.

Sendo assim, dizemos que uma sequéncia € uma progressao aritmética
se, e somente se, cada termo a partir do segundo for igual & soma do termo

anterior com uma constante r, a qual chamamos de razao da progressao.

Por exemplo: dada a sequéncia {2,5,8,11,14,17,...}, observe que a
diferenca entre um termo e seu sucessor (ou anterior) € igual a 3,i.e.,5-2 =3

assimcomo 8 —5=3,ouainda 14 — 11 = 3.
De maneira geral,

+r

{a,,a3,a3,a4 ...,a,, ...}

O
Em que podemos determinar qualquer termo da série por meio de:

ap,=a;,+(n—-1)-r




12

para r a razéo determinada por:
r=a,—Qa,_,Nn=2
Exemplo: dada a sequéncia {3,5, 7, ... } determine o vigésimo termo.

Para determinar 20° termo, devemos notar que o0 primeiro termo da
sequéncia € a; = 3 e arazao é dada por 7 — -5 =, logo:
a20=a1+(20—1)7‘=3+192=41
Exemplo: dada a sequéncia {24, 21,18, 15, ...}, determine o décimo termo.

Para determinar 10° termo, devemos notar que o0 primeiro termo da
sequéncia é a; =24 e a razdo € dada por 18 —-21 = -3, e, mais, essa

progresséao é decrescente, pois cada elemento da sequéncia vai decaindo, logo:
ao=a,+(10—-1)-r=24+9-(-3)=24-27=-3
Ainda podemos determinar a soma dos n primeiros termos da série, da

seguinte maneira:

(al + an)n
n = 2
Por exemplo, do dltimo exemplo, se somarmos os 10 primeiros termos da

série, temos:

_(24+(-3)) 10 21-10 210

10 2 2 ;42

O segundo tipo de sequéncia, analoga a progressao aritmética, € a
progressdo geomeétrica. A ideia basica € a mesma: determinar os valores

consecutivos de uma sequéncia partindo do primeiro termo e a sua razao.

Entretanto, dizemos que uma sequéncia é uma progressao geométrica
se, e somente se, cada termo a partir do segundo for igual ao produto do termo

anterior pela sua razéo, denotada por q.
Por exemplo: dada a sequéncia:
{2,4,8,16,32,...}

Observe a para gerarmos o segundo termo da sequéncia, basta
multiplicarmos o primeiro termo por 2, i.e., 4 = 2 - 2. O terceiro termo € dado pela
multiplicacdo do segundo termo por 2, 8 = 4 - 2. De maneira analoga, 16 = 8 - 2
e32=16-2.




13

E aqui a razao é 2.

Genericamente, podemos encontrar qualquer termo (n) da série por meio
de:

em que determinamos a razao como:

an

q =
an-1
a razao entre um termo qualquer e o seu anterior.

Exemplo: dada a sequéncia,{1, 3,9,27, ... }, determine a,.

Pela definicAo devemos determinar o primeiro termo, a; = 1, e a razao

Assim, substituindo na férmula, segue:
a, = (1)(3)7"1 =36=729
Exemplo: dada a sequéncia {32,16, 8,4, 2, ... }, determine a,.

Observe que tal sequéncia tem seus valores decrescendo de acordo com
0 crescimento da série, entdo, é natural entrar uma razdo menor que 1. Logo

pela definicdo devemos determinar o primeiro termo, a, = 32, e a razao:

4 1
17872
Assim, substituindo na férmula, segue:
9-1 8
w=02(3) =62() =3 (555) =355~ 3
Novamente podemos determinar a soma dos n primeiros termos da série,
da seguinte maneira:

a;(q" — 1)
S, =—————
n q_1
paraq + 1.

Por exemplo: do ultimo exemplo, se somarmos 0s 7 primeiros termos da

série, temos:
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) o) 2 e
T, T 1 T 1 T 1 T a1 2
2 2 2 2

Vale observar que somatérios e produtorios também sdo tipos de

sequéncias infinitas!
TEMA 4 — RELACOES RECURSIVAS

No decorrer desta aula, deparamo-nos com sequéncias, somatorios,
produtérios e formulas de varios tipos. Muitas das formulas tinham algum tipo de
dependéncia, de certo valor inteiro ou de valores anteriores ou posteriores

agueles que gostariamos de encontrar o valor.

Esses tipos de sequéncias dizemos que sdo definidas recursivamente, ou
seja, por intermédio de uma regra que permite calcular qualquer termo em funcao

dos antecessores imediatos.

Exemplo: seja a sequéncia a,, dos numeros naturais impares, 1,3,5,7 ...

podemos defini-la recursivamente, como a,,; = a, + 2, paran>1ex; = 1.
Assim:
n=1-a =1

n=2-a,=a+2=1+2=3
n=3-a3;=a,+2=3+2=5

Exemplo: outra maneira de representar a mesma sequéncia de numero é
pela formula a, = 2n+ 1, entretanto, essa representacdo ndo é chamada

recorréncia, pois ndo depende de seu sucessor.

Exemplo: seja a sequéncia a,, dos numeros naturais pares, 0,2,4,6,8 ...

podemos defini-la recursivamente, como a,,; = a, + 2, paran > le a; = 0.
Assim:

a1:0
n=1-a,=a,+2=0+2=2
n=2-a;=a,+2=4+2=6
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Observe que essa formula de recorréncia € a mesma apresentada no
primeiro exemplo, a uUnica diferenca foi o ponto de partida: ao invés de

comegarmos por a; = 1, comegamos por a, = 0.
Exemplos:

Qualquer progressdao geomeétrica a,, com razdo g, COmMO VimMoOS

anteriormente, pode ser definida por a,,; = q - a,.
A sequéncia de Fibonacci, descrita como:
0,1,1,2,3,5, ..

em que cada novo termo é gerado por meio da soma dos seus dois

anteriores, pode ser definida pela formula de recorréncia:
Foio = Fop1 +Fy
paran=>2ekF,=0, F, = 1.
De fato, note que:

n=0:F,=0
n=1F=1
n=2F=F+F=1+0=1
n=3F=F+F=1+1=2
n=4F,=F;+F,=2+1=3
n=5F=F+F,=3+2=5

Os exemplos apresentados até agora sdo chamados de relacdes de
recorréncia de primeira ordem. Esse tipo de relacdo pode ser expresso, ou
depende apenas de um termo, e esse termo da sequéncia € o imediatamente

anterior a sequéncia, isto é:

a, depende de a,,_,

a,_, depende de a,,_,

a; depende de a,
a, depende de a,

a, depende de a,
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Em geral, as sequéncias tém como primeiro termo a,, em que esse valor

é fornecido separadamente.

Observe, ainda, que de uma maneira ou outra todos os termos da
sequéncia dependem apenas do primeiro termo a,. Sendo assim, na maioria das
formulas de recursividade € possivel manipular essas formulas deixando-as

apenas em funcédo do primeiro elemento. Vejamos um exemplo a seguir.

Considere a relagéo de recorréncia a,, = 2a,_,. Nesse ponto, cada termo

apresenta o dobro do termo anterior; tomando a; = 3 temos:

a, =3
a,=2a,=2-3=6
az; =2a,=2-6=12
a, =2a;=2-12 =24

No entanto, note que:

ap = aq
a, =2a4
as; = 2a, = 2(2a,) = 2%a,
a, = 2a; = 2(2a,) = 2(2%a,) = 23q,
as = 2a, = 2(2a3) = 2(23a,) = 2*aq,

— 9on—1
a, =2"""a,

Assim, dado um valor para n, e conhecendo a,, podemos determinar

gualquer termo da sequéncia.

Exemplo: dada a relagéo de recorréncia a,, = 2a,_, + 3, vamos encontrar

a relacao que dependa apenas de a,.

Primeiro vamos entender como a relacdo funciona, substituindo alguns

valores para n: (%)

Qo = Qo
a, = 2ay+3
a, =2a;, +3=2QRay+3)+3=4a,+6+3 =4a,+9
a; =2a,+3=2M4ay,+9)+3=8a,+2-9+3=8a,+ 18+ 3 =8a, + 21
a, =2az; +3=2(8ay+21)+3 =16ay,+ 42+ 3 = 16a, + 45
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as = 2a, + 3 =2(16ay + 45) + 3 = 32a, + 90 + 3 = 32a, + 93

Observe que o termo que acompanha a, é facil de pensar em uma relagéo

gue dependa de n; veja a dedugéo:

n=1-2=21
n=2-4=22
n=3-8=23

n=4-16 =24

n=k - 2k
Assim, o termo que acompanha a, € dado por 2", seja n qual for.

Agora a parte constante parece ser um pouco mais dificil:

n=1-3

n=2-9
n=3-21
n=4-45
n=5-093

De maneira imediata, ndo € possivel encontrar uma relacédo, mas, olhando
com um pouco mais de cuidado, e olhando para todas as informagbes (*) que

temos, podemos perceber que:

n=1-3
n=2-9=2-3+3=2+1)-3=02'4+1)-3=(22-1)-3
n=3-521=18+4+3=2-94+3=2-(22-1)-343=(2%3-2)-3+3
=2%3-241)-3=(23-1)-3
n=4-545=42+4+3=2-214+3=2[(22-1)-3]+3=(2*-2)-3+3
=2*-2+41)-3=2*-1)-3
n=5-93=90+3=2-45+3=2[2*-1)-3]+3=(2°-2)-3+3
=(2°-2+41)-3=(2°-1)-3
Se continuarmos o processo, perceberemos que para um n qualquer

temos a relagdo (2" —1)-3. Portanto, nossa relacdo de recorréncia a, =

2a,_, + 3 pode ser reescrita como a, = 2"a, + (2" — 1) - 3; e, assim, dado o
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passo inicial a, e um valor para n, podemos determinar qualquer termo da

sequéncia, sem necessariamente saber seus antecessores.

Todas as solucdes de relagéao de recorréncia a, = b -a,_, + k, com b #

1, podem ser reescritas como:

a, =cb"tc,

em que c¢;,c, sado numeros determinados na deducdo. E, de fato, essa

relacéo funciona e muito bem, como podemos ver no exemplo anterior.

Relagdes de recorréncia desse tipo sdo chamadas de recorréncia aditiva
simples, pois elas tém a forma a, = a,_, + f(n), em que f representa uma
funcdo qualquer que depende do indice n. A sequéncia do exemplo anterior,

a, = 2a,_, + 3, € uma relacao de recorréncia aditiva simples.

Podemos encontrar relagdes de recorréncia multiplicativa simples, em que
a relacdo é do tipo a, = a,_; - f(n), em que f, novamente, representa uma

funcao qualquer que depende do indice n.

Por exemplo, qualquer progressao geométrica € uma relacdo de

recorréncia multiplicativa.
4.1 Recorréncias lineares homogéneas e nao homogéneas

Dizemos que uma relacéo de recorréncia € linear homogénea de ordem k

se ela é da forma:
a, =day_1 +dran_5 + -+ dra,_i
Em que k € um inteiro positivo e os coeficientes d,, d,, ... d;, S&0 nUmeros
reais, dependentes de n.

E dizemos que uma relacéo de recorréncia € linear ndo homogénea, se €
uma férmula que define o termo geral a,, como uma combinacao linear de termos
anteriores, com coeficientes constantes mais uma fungdo qualquer f(n). Por

exemplo:
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a, = dlan—l + dzan—z +et dkan—k + f(n)

vn=>k em que d, d,,..dgCyCy,..-Ck_q SAO0 constantes, que nao

dependem de n.
TEMA 5 — RECORRENCIA LINEAR DE SEGUNDA ORDEM E POLINOMIAL

No tema anterior, introduzimos o assunto de relagbes de recorréncia
simples, que dependem apenas de uma variavel. Podemos encontrar relagdes
gue dependem de mais de uma, as quais em geral sdo as mais comuns nas

aplicacdes do dia a dia.

Relacbes de recorréncia que dependem de mais de uma variavel sao
conhecidas como relagcdes de recorréncia de segunda ordem, de maneira que
a, € dado em termos de a,,_, € a,_,. E supondo que a série comece em a,, a
relacdo é valida para n>2; e os valores a, e a,, devem ser dados
separadamente. O exemplo a seguir mostra um caso simples desse tipo de

relacéo:
a, =5a,_1+6a,_,

Em geral, € comum encontramos relacdes de recorréncia de segunda

ordem com coeficientes constantes escritas como:
Apyz T PAn4 Hqa, = 0

Em que suporemos que q # 0, ja que, se g = 0, recaimos no caso de

primeira ordem.

A cada relacdo de recorréncia de segunda ordem, com coeficientes
constantes, como descrita acima, associaremos a uma equacdo de segundo
grau, x>+ px + g = 0, conhecida como equacdo caracteristica. Encontrar as
raizes da equacao caracteristica € equivalente a encontrar a solucéo da relacdo

de recorréncia de segunda ordem com coeficientes constantes.
Teorema: se as raizes de x? + px + g = 0 sdo r; e r, distintas, entéo, a,, =
Ciri* + C,r)t é solugdo da relacdo de recorréncia a,., +pa,s1 +qa, =0,

guaisquer gue sejam os valores das constantes C; e C,.
Demonstragdo: se tomarmos a solucéo a, = C;r{* + C,r3', note que

— [ nH2 n+2
Uiz = G177 + Comy

_ n+1 n+1
Anyr = G 7 + Cory




se substituirmos em a,,;, + pa,,., + qa, = 0, temos

(C1T1n+2 + C2T2n+2) + p(Cﬂ‘{Hl + C2T2n+1) + q(ClT‘ln + Czrzn) - 0
e G2+ prft + gr) + GO+ prttl + gr) =0
S Crtrf +pr+q@) + Cord(rf +pry+q) =0

Mas r; e 1,, sdo raizes de r2 + pr + g, entdo:
re+pri+q=0
r2+pr,+q=0

Logo,

C,7(0) + C,r(0) = 0

Portanto, a, = C,;r{* + C,r)' € solucdo da relacdo de recorréncia a,,, +

Pani1 + qan, = 0. ]
Exemplo: encontre a relagéo de recorréncia para a seguinte equacgao.
Atz +30p41 —4an, =0
Dada tal equacao, podemos identificar a equacéo caracteristica:
x> +3x—4=0

Da qual, resolvendo por soma e produto ou pela férmula de Bhaskara,
encontramos as raizes 1 e —4. Assim de acordo com o teorema, a relacdo de

recorréncia é dada como:
an = G (D" + (4"
em que C,, C, € R. Agora vamos determinar C; e C,:

ao = Cllo + Cz(_4’)0 (=4 ao = Cl + C2
al = C111 + Cz(_4')1 (=4 a1 = Cl - 4C2

Resolvendo para C,e C, encontra-se a relacao:

4aq, + a4
IZT
Qo —ag
C, =
2 5

Logo, a solugéo é dada como:

4a, + a
a, = 0 1 (1)11 ( 4)n
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Assim, se dados os valos de a, e a;, podemos determinar os valores da

sequéncia seja qual for n.
Exemplo: encontre a relagdo de recorréncia para a equacao:
an = 5ay1 — 6an_
Reescrevendo tal equacado, podemos identificar a equacédo caracteristica:

6a,_, — 5a,_1+a, =0

=26x2—-5x+1=0

Da qual, resolvendo por soma e produto ou pela formula de Bhaskara,
encontramos as raizes 2 e 3. Assim, de acordo com o teorema, a relacdo de

recorréncia é dada como:
an = C1(2)" + G, (3)"
em que C;,C, € R. Determinando C; e C,:
ao = 6120 + 6230 (=4 ao = C1 + CZ
a1 = Clzl + C231 (=4 a1 = 2C1 + 3C2
Resolvendo para C,e C,, encontra-se a relacao:
Cl = 3a0 - a1
CZ = a1 - 2a0
Logo, a solucéao é dada como:
a, = (3ag — a)(D"™ + (a; — 2a,)(—4)"
Assim, se dados os valos de a, e a,, podemos determinar os valores da
sequéncia seja qual for n.

Vale destacar que estamos considerando as raizes do polinbmio

caracteristico distintas. Para o caso de raizes repetidas temos o teorema:

Se as raizes de x? + px+ q = 0 séo r, e r, repetidas, ou seja, r; =r, =
r # 0, entdo, a, = C;r" + C,nr" € solucdo da relacdo recorréncia a,,, + pay4+1 +
ga, = 0, quaisquer que sejam os valores das constantes C, e C,.

Demonstracdo: como a raiz € repetida, entdo, podemos escrever o

olinbmio caracteristico como (x —r;)(x — r;) = x? — 2rx + r?; entdo a relacdo
1 1

de recorréncia correspondente é a — 2ra +7r2%a, =0.
n+2 n+1 n
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Mostraremos que a,, satisfaz a recorréncia e que C;,C, podem ser
escolhidas de maneira conveniente. Primeiro, vamos verificar que a solugéo

proposta satisfaz a relagéo de recorréncia:
an+2 - C1Tn+2 + Cz(n + 2)Tn+2
an+1 - C1Tn+1 + Cz(n + 1)Tn+1
a, = Cir"* + Conr™
Logo:
Apiz — 2TApyq + 720, =0
= Cr'2 4+ Co(n+ 2)r™t2 = 2r[Cr™ + Co(n + D)r™ ] + r2[Cr™ + Conr™] = 0
& Cr™? = 2rr™ 1 4 12 4+ C((n+ 2)r™*2 = 2(n + Drr™ ! + nr2r™) = 0
& Cr™2 = 2r™*2 4 1+ 2) + G, ((n + 2)r™*2 = 2(n+ ™2 + nr*2) = 0
@Tn+2(O'C1+0'C2)=0
Com isso, verificamos que de fato tal solucdo satisfaz a relacdo de

recorréncia. Agora vamos encontrar as constantes C; e C,: substituindon =0 e
n=1:

a0=ClT'O+C2'0'T'O=C1(:)a0=C1
a; — aogr

a,=Crt+C-1-r'=Cr+Crea =ayqr+CreC,= "

para r # 0. E caso r = 0, a relagéo de recorréncia € a,, = 0, ou seja, todos 0s
valores da relacdo séo nulos. [ |

Exemplo: dada a equacédo caracteristica x? —4x + 4 = 0, encontre a

relacéo de recorréncia correspondente, considerando a, =1 e a; = 3.

Observe que as raizes da equacao caracteristica € 2, uma raiz Unica.

Assim, de acordo com o teorema, a relacéo de recorréncia € dada como:
a, = C;2™ + C,n2"
em que C;,C, € R. Determinando C; e C,:
=0 eC =1
a, — agr 3—1-2

1
e R R

Logo, a solugéo é dada como:

an = (Cl + Czn)zn
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1
Sa, = (1 +§n>2"

Por fim, outro tipo de sequéncia comum de nos depararmos sdo as
sequéncias geradas por polindbmios. Por exemplo:

_(@n+Dn+1n

02+ 12422432+ 4% 4+ - +n? )

sequéncia essa ja conhecida quando falamos sobre somatérios. Note que
essa sequéncia é a soma dos primeiros n quadrados, também é uma

representacéo de um polinémio de grau n.

O operador que diz se uma sequéncia é ou ndo polinomial, € o operador
de diferenca, denotado por Aa. Em que, a partir de uma sequéncia de nimeros

ay, a4, a,, ... formamos uma nova sequéncia: a; — ay, a, — aq,as; — Ay, Ay — As ...

Exemplo: dada a sequéncia a ={0,2,7,15,26,40,57,...}. A respectiva
sequéncia Aa € dada por Aa = {2,5,8,11,14,17, ... }.

De fato, sabendo que para gerar Aa, basta tomarmos a diferenca entre

dois valores consecutivos entao:

a: 0\ /2\ /7 15\ Y 26 40 57
Aa: 2 5 8 11 14 17

Dada pela diferenca de dois termos consecutivos, essa nhova sequéncia é
a sequéncia do operador diferenca, Aa, em que seu n-ésimo termo é dado por:
Aay = api1 —ay

Se a sequéncia a, for fornecida por uma expressdo polinomial, entdo,
podemos utilizar tal expressdo para encontrar a formula geral da sequéncia

polinomial Aa.
Exemplo, seja a,, = n® — 5n + 1, entdo:

Aan:an+1_an
=[(n+1)3-50n+1)+1]—[n®—5n+1]
=n3+3n?+3n+1-5n—-54+1-n3+5n-1
=3n’+3n—4

Portanto, como Aa é uma sequéncia polinomial.




Note ainda que, no exemplo, a, é um polinbmio de 3¢ grau, e Aa,

converteu em um polindmio de 22 grau.

Proposicéo: seja a uma sequéncia de nimeros em que a,, € fornecido por
um polinémio de grau d que d > 1. Entdo, 4a € uma sequéncia fornecida por um

polinbmio de grau d — 1.

Demonstragéo: suponha que a, seja dado por um polinémio de grau d,

entao:
a, = cgn® + cg_n® 1+ -+ cn? +on+c
emque c; # 0 e d = 1. Calculando Aa,, temos:

Aay, = any1 —ay
=lcgn+ D%+ cio(n+ D4+ c;(n+ 12+ c;(n+ 1) + ¢o] — [cqn?
+ cgon 4+ -+ cn? + on + ¢
=cg((n+ D=1+ (n+ D —=n ) + o+ o, (n+1)? —n?)
teo((n+1)—1n)+co—co

Utilizando a definicdo de Bindmio de Newton!, a cada parcela
¢;[(n + 1)/ —n/], podemos expandir (n + 1)/ assim:

¢l(n+ 1)) —n/] = [{nj + (]1> n/~1 + (]2>nj‘2 4+t (]i 1) n' + (j) no} - nf]

ol Qe L)

Note que a expressdo acima é um polindémio de grau j — 1, por isso toda
a expressdo de Aa, com primeiro termo c,((n + 1)¢ —n%), que € o termo de
maior grau, tem grau d — 1, e nenhum termo subsequente podera anular o termo

n%-1, Portanto, Aa,, € um polindmio de grau d — 1. ]

Esse operador ainda tem a propriedade que se a é uma sequéncia
polinomial de grau d, e ao aplicarmos d + 1 vezes o operador, ele leva a

sequéncia nula.

! Bindmio de Newton: método que permite desenvolver poténcia de binémios de qualquer
ordem, por meio da férmula;
n n

n
n _—_ D, p.n-D — n .qP . NP — n—' D . 4N-D
x+a)"= ) C,-aP-x"P = » ab - x"P = P (= p)] ab - x
p=0 p=0 ’ '

p=0
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Exemplo: tomando a mesma sequéncia anterior:

@ 0 20 LT A5 26 40,57
LI AN ANV D S SN C R
A’a: 3 3 3 3 3
£3a: 0 0 0 0

Além das propriedades: sejam a, b, c sequéncias e k uma constante, entdo

1. vn,c, = a, + b, = Ac, = Aa,, + Ab,
2.VYn, b, = ka, = Ab, = kAa,

Propriedades essas que mostram que esse operador € linear.

Proposicao: seja k um inteiro positivo e seja a, = (E) para todos os n > 0.
Entdo Aa=(_",).

Demonstracéo: podemos encontrar a prova em Scheinerman (2016).

Proposicdo: sejam a e b sequéncias de numeros e seja k uma constante

positiva. Suponhamos que:

e A*a, e A¥b, sejam nulos para todos os n
* ay,=b
e Aa,=4'b,, V1I<j<k
Entédo, a,, = b, Vn.
Demonstracéo: podemos encontrar a prova em Scheinerman (2016).
Teorema: sejam a,, a,, a,, ... uma sequéncia de numeros. Os termos a,
podem ser expressos como expressdes polinomiais em funcdo de n se, e

somente se existir um inteiro k ndo negativo, de forma que, vn > 0, tenhamos

A1l = 0. Nesse caso,

n n n n
a, = a, (O) + (4a,) (1) + (4%a,) (2) + -+ (4%ay) (k)
Demonstracdo: podemos encontrar a prova em Scheinerman (2016).

Exemplo: voltando ao exemplo onde temos a sequéncia a =
{0,2,7,15,26,40,57,...}. Para encontrar a sua expressdo recursiva, basta

aplicarmos o teorema anterior, sendo assim, visto que A3a,, =0 :
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Aa: 2 5 8 11 14 17
Aa: 3 3 3 3 3
Aa: 0 0 0 0
entao:
a, = ag (g) + (4ay) (711) + (4%a,) (Z)
0 =0()+ @)+ ()
_> n! n!
T T )Y
3 n-(n—1)! n-(n—l)-(n—Z)!_ 3n(n—1)_n(3n+1)
an_z'l.(n_l)! 2-1(n—2)! =t 2 B 2

Exemplo: seja a, = 02 + 12 + 22 + 32 + ---n?%, vamos encontrar a féormula
de recorréncia.

Primeiro, note que:

a,=02+12+22=0+1+4=5
a;=02+12+22+32=0+1+4+9=14

Agora, vamos calcular as diferencas sucessivas:

a: 0 1 5 14 30 55 91
Aa: 1 4 9 16 25 36
A a: 3 5 7 9 11
Aa: 2 2 2 2
Aa: 0 0 0
Portanto,

a, = a, (:)l) + (4ay) (Tll) + (4%ay,) (Z) + (43ay) (;l)

a, =0 (3) + (D) (’11) +3) (’;) + () (’;)

n! n! n!

R T ) I TY ) TR TT o)
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n-(n-—1) n-(n—1)-(n-2)! n-(n—1)-(n—2)-(n—3)!

=2~ t 2 1n=2 3.2-1(n—3)!
(n—1 n—=1)-(n—=2
a,=2-n+3 " (=D ne-D - ®r-2)
2 6
_2n’+2n+n (2n+ 1D+ Dn
n = 6 = 6
FINALIZANDO

Nesta aula, basicamente tratamos de sequéncias, aprendemos a
manipulé-las utilizando somatério e produtério, e vimos também alguns tipos

especiais de sequéncias, progressdes e sequéncias recursivas.

Nas proximas aulas, veremos assuntos relacionados a analise

combinatoria e a probabilidade.
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