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CONVERSA INICIAL

Andlise combinatdria e probabilidade

Ol&! No decorrer do curso, estudamos varios conceitos abstratos. E uma
das principais ferramentas vistas foi o conceito de légica, que utilizamos
repetidamente, de maneira direta ou indireta; afirmando se uma determinada
proposicéo ou predicado assume valor verdadeiro ou falso.

Na vida real, afirmar com certeza se um evento/fato € verdadeiro ou falso
nao é tdo simples. Devemos considerar todas as informacfes que temos, sejam
elas errbneas ou ndo e, mesmo assim, muitas vezes somos sujeitos a falha.

A teoria de probabilidade surgiu com o mesmo objetivo que a ldgica
classica, mas nos informa graus de confianca analisando os eventos analisados,
nos ajudando a pensar e tomar decisbes da maneira mais correta possivel.

Sendo assim, esta aula vem com o objetivo de apresentar os conceitos de

analise combinatoria e probabilidade para a matematica discreta.
TEMA 1 — ANALISE COMBINATORIA

A anélise combinatéria esta diretamente ligada a problemas relacionados
a contagem de conjuntos finitos, como nos exemplos vistos em aulas anteriores,

assim como em problemas praticos ligados a programacao.
1.1 Principio da contagem

Quando falamos em principio da contagem, estamos falando de duas
ferramentas importantes na matematica: principio aditivo e principio
multiplicativo.

Como o nome ja diz, o principio da contagem consiste em se somar ou
multiplicar escolhas. Ao somarmos as escolhas, estamos utilizando o principio
aditivo, e, obviamente, ao multiplicar as escolhas estamos utilizando o principio
multiplicativo.

Formalizando o principio aditivo, sejam A e B conjuntos que nao possuem
elementos em comum. O principio aditivo garante que o nimero de elementos
da unido é igual ao numero de elementos do conjunto A somado ao nimero de

elementos do conjunto B, isto é:




n(AuUB) =n(4) + n(B)

sempre que A N B = @. Podemos ainda generalizar tal definicdo: dados os

conjuntos Ay, 4,, ..., A, onde A; N A; = @,Vi # j, entdo

Exemplo: vocé estd em um restaurante e no cardapio encontram-se 4
opcOes de pratos italianos e 3 pratos brasileiros. Se vocé deseja fazer a sua
refeicdo, optando pela escolha de um Unico prato, de quantas maneiras vocé
pode fazé-la?

Se vamos escolher apenas 1 prato, entdo, a escolha € composta por todas

as opcoes do cardapio, ou seja, seja ela de um dos pratos italianos ou brasileiros.

Quadro 1 — Pratos a escolher

Pratos Italianos Pratos Brasileiros
Pizza Feijoada

Tortellini & Bolonhesa | Caldinho de feijao
Bruschetta Churrasco Gaucho
Alcachofras

Romanas

4 escolhas 3 escolhas

Vamos escolher prato italiano ou brasileiro, correspondente a 4 +3 =7
escolhas.

Ja o principio multiplicativo é definido como: dados dois conjuntos A e B,
o principio multiplicativo garante que o nimero de maneiras de escolher primeiro
um elemento do conjunto A e um segundo elemento do conjunto B € igual ao

numero de elementos de A multiplicado pelo nimero de elementos de B, ou seja,
n(A x B) = n(A) - n(B)
Generalizando tal definicdo, temos:
n(A; X A; X .. x A,) =n(4;) -n(4,) - ...-n(4,)

Exemplo: vocé agora esta em outro restaurante e no cardapio ha a
sugestédo de refeicdo composta de uma entrada + prato principal + sobremesa.
Olhando para as opg¢Oes de pratos de entradas, encontram-se 3 opcgodes de

entrada, 3 opc¢des de prato principal e 2 op¢cbes de sobremesa. Se vocé deseja




fazer a sua refeicdo optando pela combinacdo de uma entrada + prato principal
+ sobremesa, de quantas maneiras vocé poderé fazé-la?

Nesse caso, a refeicdo ndo € composta por um Unico prato, mas pela
combinacgao de trés deles; assim, as decisdes devem ser tomadas envolvendo

as trés opcoes.

Figura 1 — Opc¢des de decisao das refeicbes
Prato
Principal 1 Sobremesa
Entrada 1 P
Principal 2 Sobremesa
Prato
Principal 3 Sobremesa
Prato
Principal 1 Sobremesa

Opgqef de Entrada 2 Frato
decisdo: Principal 2

Principal 3 50bremesa
Principal 1 sObremesa

Entrada 3 Frato
Principal 2 SObremesa

Principal 3 Sobremesa




Para cada escolha da entrada, existem 3 op¢des de prato principal, e para
cada escolha do prato principal, temos mais 2 op¢des de sobremesa. Logo, sao
3 escolhas da entrada, multiplicadas pelo numero de opg¢bes de prato principal
(3), multiplicadas pelo numero de sobremesas (2), isto é, prato de entrada e

prato principal e sobremesa, correspondendo a:
3-3-2=18

Assim, temos 18 formas de escolher uma refeigcéo.

Exemplo: alunos de iniciacdo cientifica devem apresentar seus trabalhos
na semana académica, da qual esses trabalhos seréo classificados e premiados
com 2 livros de disciplinas diferentes. Sabemos que existem 7 livros diferentes
de Informatica, 4 livros diferentes de Calculo e 5 livros diferentes de Fisica.
Suponhamos que o seu trabalho foi classificado e ganhou a premiacdo de
primeiro colocado. Quantas séao as op¢oes de escolhas que vocé podera fazer?

Observe que aqui vamos utilizar o principio aditivo e multiplicativo para
obter o numero total de escolhas. Primeiro, observe que como devemos escolher

2 livros de matérias diferentes, entdo as opc¢des sao:
e Livro Informatica e Matematica — pelo principio multiplicativo:
nIxM)=7-4=28
e Livro Informatica e Fisica — novamente pelo principio multiplicativo:
n(IxF)=7-5=35
e Livro Fisica e Matematica — pelo principio multiplicativo:
n(FXM)=5-4=20

Como devemos escolher apenas uma das trés opcdes, entdo utilizamos
o principio aditivo:
(Livro Informatica e Matematica) ou (Livro Informatica e Fisica) ou (Livro

Fisica e Matematica)

28 + 35 + 20 = 83 possibilidades de escolha.

1.2 Arranjos

Chamamos de arranjo simples cada uma das listas ordenadas, sem
repeticao, formada a partir da escolha de p elementos de um conjunto com n

elementos distintos.




A pergunta a ser feita que basicamente define um arranjo é: de quantas
maneiras podemos escolher e ordenar p objetos distintos entre n distintos
dados? Para escolher p objetos entre os n disponiveis existem:

AP = n!
" (n—p)!

Lembrando da defini¢cdo de fatorial de um nimero natural como sendo:
n=n-n-1)-n—-2)-..-4-3-2-1

emque 0! = 1.

Exemplo: considere o conjunto 4 = {1, 2, 3,4}. Os arranjos formados por 3
elementos de 4 sao: (1,2,3),(1,2,4),(1,3,2),(1,3,4),(1,4,2),(1,4,3),
(2,1,3),(2,1,4),(2,3,1),(2,3,4),(2,4,1),(2,4,3),(3,1,2),(3,1,4),(3,2,1),(3,2,4),
(3,4,1),(3,4,2),(4,1,2),(4,1,3),(4,2,1),(4,2,3),(4,3,1),(4,3,2).

Totalizando 24 formas, e se utilizarmos a férmula apresentada na
definicéo:
41 40 4-3-2-1

= =—= 24
(4-3) 1 1

A3

Exemplo: de quantas maneiras diferentes 7 pessoas podem ocupar

lugares em uma fila com 10 cadeiras?

s 10! _10!_10-9-8-7-6-5-4-3!_10 9.8.7.6-5-4
0= qo-7)" 31 3! B
= 604 800

1.3 Permutagoes

Permutacdes podem ser classificadas em dois casos: simples e com
repeticao.

A permutacdo simples pode ser vista como um caso particular de
arranjos simples, ja que aqui todos os elementos sdo distintos, assim, a
permutacdo considera todas as listas ordenadas contendo todos os elementos
de um conjunto.

Formalmente, definimos a permutacdo simples como qualquer
agrupamento ordenado de n objetos distintos. E a representamos como P, = n!

Exemplo: determine todos o0s anagramas que podemos formar

permutando as letras da palavra FILA.




FILA-FIAL-FALI-FAIL-FLIA-FLAI-IFLA-IFAL-ILFA-ILAF-IAFL-IALF-LFIA-
LFAI-LAFI-LAIF-LIFA-LIAF-AFIL-AFLI-ALFI-ALIF-AILF-AIFL.

Contanto, temos 24 anagramas. Agora utilizando a férmula, temos P, =
4! =4.-3-2-1 = 24.

Ja a permutacdo com repeticdo, como o nome ja diz, € o caso em que
nem todos os elementos do conjunto sao distintos, alguns, ou todos, eles
apresentam repeticao.

Assim definimos o numero de permutagcdes de n elementos, dos quais um
deles é repetido a vezes, outro elemento € repetido S vezes, outro y vezes, ...,

como:

P = a! ﬁT!l!y!

emquen=a+f+y+--

Exemplo: determine todos o0s anagramas que podemos formar
permutando as letras da palavra OSSOS.

Primeiro, note que a letra O se repete 2 vezes e a letra S se repete 3
vezes, assim, listando as permutacdes, temos:

0OSS0S-00SSS-SO0SS-SSO0S-SSSO0-SSOSO-SOSSO-0SSSO-
0OSOSS-S0S0Ss

Resultando em 10 permutacdes; se aplicarmos a formula temos:

p23 _ 5! _5-4-3!_5-4_20_10
52131 2-1-31 2 2

1.4 Combinagoes

Como o nome ja sugere, uma combinacdo simples mostra de quantas
maneiras podemos escolher p objetos distintos entre n objetos distintos dados.
Para fazer essa escolha, divide-se os n elementos em um grupo de p objetos
gue sao escolhidos e em outro de (n — p) que ndo sédo escolhidos. Como 0s n
objetos podem ser ordenados de n! maneiras e, destas, existem p!(n —p)!
maneiras, que ja foram contadas de ordenar os objetos em cada grupo, entao o

ndmero de maneiras é:

|
D n.

Cn “pl(n—p)!




Em que se Ié “combinagcdo n elementos, tomados p a p”, ou somente,

‘combinagéo n,p a p”. Também podemos encontrar o conceito de combinacgéo

2=()

Relacionada ao Triangulo de Pascal.

denotado como:

Exemplo: um grupo de 5 estudantes resolve formar uma “comissao” de 2
pessoas que ficardo encarregadas de comprar o material para a confeccao de
uma maquete. Qual o nimero total de possiveis comissdes?

Se listarmos as possiveis combinacdes de {p,, p2, P3, P4, Ps} , teMOS entao

(P1, pZ)' (p1; p3)' (pl' p4)' (pl' pS)' (pZ' pg), (pZJ p4), (pZI pS)l (p3l p4)l (p3l pS)l (p4' pS)’
totalizando em 10 combinac¢des. Utilizando a formula temos:

Cz—(5>— 5! B 5! _5-4-3!_5-4_20_10
>~ \2) 21(s=2) 2131 2-1-31 2 2

Observe que no exemplo ndo consideramos combinacdes do tipo (py,p2)
e (p,, p1), pois, aos olhos conceituais, ndo estamos considerando a ordem de
imposicao do elemento, apenas a combinacéo; assim, tais combinacdes sao as
mesmas.

Podemos ainda nos deparar com casos em que devemos realizar uma
combinacdo + permutagdo. Vejamos um exemplo: “em uma turma de 10
pessoas, 3 delas serdo selecionadas para roteiros diferentes de viagens. Se
existem 3 roteiros distintos e cada uma selecionada escolhe um dnico roteiro
distinto de outra pessoa, entdo, de quantas maneiras pode ocorrer a sele¢ao?

Primeiro, devemos escolher as 3 pessoas que serdo selecionadas,
fazendo uma combinacdo 10,3 a 3. Em seguida, devemos distribuir os trés
roteiros disponiveis, realizando a permutacéo. Logo

10! 10! |_10-9-8-7! '_10-9-8

.31
31(10 — 3)!

3 . — — . M
Cio - Ps = " 3171 3= 317! 3 3!
=720

-3!=10-9-8

Obs.: caso ocorran < p, definimos que a combinagéo C? = 0, pois ndo ha

sentido algum de escolher mais elementos distintos dos elementos disponiveis.




TEMA 2 - PROBABILIDADE: DEFINICOES BASICAS

Como ja mencionado, a teoria de probabilidade vem com o intuito de
ajudar na tomada de decisdes. Na ciéncia da computacao, ela desenvolve um
papel importante no estudo da complexidade de algoritmos. Em particular,
algoritmos probabilisticos pedem ser usados para resolver problemas que ndo
podem ser resolvidos por algoritmos deterministicos.

A partir deste momento vamos estudar as definicbes de probabilidade e

suas principais ferramentas.
2.1 Definicao

Na matematica, uma probabilidade é apenas um nimero associado a um
objeto. J& nas aplicagbes, 0 objeto € um evento ou acdo incerta, € 0 niumero é
uma medida de quéo frequente ou viavel é esse evento.

As probabilidades sdo numeros reais entre 0 e 1. Um evento que tem
probabilidade 1 ou 100% é um evento do qual teremos a certeza da sua
ocorréncia, ja um evento que tem probabilidade 0 ou 0%, é um evento que é
impossivel de ocorrer. As probabilidades entre 0 e 1 refletem as chances de

ocorréncia entre esses extremos. O esquema seguir mostra isso.

Figura 2 — Esquema de probabilidades

Certo » 1 0ou 100%

Provavel

Chances iguais — % ou 50%

Improvavel

Impossivel - 0 ou 0%

Matematicamente, definimos a probabilidade de um evento A ocorrer

como:

P(A) numero observado de vezes que A ocorreu

numero total de ocorrencias observadas

Exemplo: em um curso pré-vestibular, foi realizada uma pesquisa com

seus 4200 alunos, com o objetivo de identificar quais cursos os alunos
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pretendiam fazer. Analisando o gréfico a seguir, qual a probabilidade de um

aluno realizar o curso de Engenharia?

Gréfico 1 — Probabilidade de um aluno realizar o curso de Engenharia

Outros

630

Medicina
1764

Engenharia
840

Direito—"

966

Utilizando a definicdo de probabilidade, temos que o numero de
ocorréncia de alunos que prestarao vestibular para o curso de Engenharia é 840.
E o nimero total de ocorréncias é o nimero total de alunos entrevistados, que é
igual a 4 200.

Portanto:

P(E)—840—21—1—02—200/
T 4200 105 5 4T 40

Logo, a probabilidade de um aluno entrevistado cursar Engenharia € de
20%.

2.2 Espago amostral

Um espaco amostral, denotado por S, consiste em um conjunto que lista
todos os possiveis resultados de um experimento. Em que, para cada resultado,
s € S, podemos atribuir o valor da sua probabilidade de ocorréncia, denotada por
P(s).

Formalmente, um espago amostral € um par (S,P), em que S é um
conjunto finito ndo vazio, e P: S — R, uma funcdo de modo P(s) > 0Vs €S e

Zp(s)=1

SES
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Essa dUltima condicdo, ).sP(s) =1, significa que a soma das
probabilidades de todos os elementos de S deve serigual a 1.
Exemplo: seja S o conjunto de resultados da jogada de um dado.

Considerando que o dado € um dado honesto, entéo:
§$=1{1,2,3,4,5,6}

Entdo, nosso espaco amostral é o conjunto S, em que n(S) = 6, e jogado

uma vez o dado a probabilidade de que saia 0 numero 1 é:
1
P(1) ==
D=2

Assim como a probabilidade que saia o nUmero 2 em uma Unica jogada

e:
1
P(2) ==
(2) =
E esse valor sera o0 mesmo para os outros lados do dado, i.e.,
1
P(3) =P(4)=P(5) =P(6) = c
E mais, somando as probabilidades temos que:
1 1 1 1 1 1
P(l)+P(2)+P(3)+P(4)+P(5)+P(6) =g+g+g+€+g+€= 1
Com esse exemplo podemos reescrever a definicdo de probabilidade
como:

n(4) namero de resultados do evento A
P(4) = =

n(S) numero de resultados do espago amostral S

Exemplo: considere o ponteiro abaixo. A seta representa uma agulha que
pode girar em torno de um ponto até atingir uma das quatro regides 1,2,3 e 4.
Calcule P(1),P(2),P(3) e P(4).
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Figura 3 — Ponteiro e quatro regidoes

Note que nosso espago amostral € o conjunto S = {1, 2, 3,4}, como dado
no enunciado. Olhando para a imagem, a proporcédo das regides, € facil ver que
a regiao 1 € maior do que as demais, que a regido 2 € maior que as regides 3 e

4, e que as regides 3 e 4 sao iguais. Assim segue,
1 1 1
P(1)=5,P(2) =, P3)=P@) =¢
E ainda:

N P(s)= P+ P+ P@) + P =5+ 1+ 45 =1

Agora, se dado um espaco amostral S, chamamos de evento qualquer

subconjunto de A € S. E calculamos a sua probabilidade como:

n(4)
P(A) = n®)

Exemplo: jogam-se dois dados. Considerando que os dados séao
honestos, entéo para cada dado existem seis possibilidades. Assim, o resultado
sera o par ordenado (a, b), em que a representa o valor do primeiro dado e b 0
valor do segundo dado. Qual a probabilidade de que ao jogar esses dados a
soma dos numeros a+ b =77

Primeiro, note que tanto a quanto b podem assumir os valores D =
{1,2,3,4,5,6}; assim o0 espaco amostral se da pela combinag&o desses valores,

pois:
S={(a,b);a€eDAbED}=D XD

Assim, pelo principio multiplicativo, ou pelo método de contagem dos

elementos de S, segue n(S) =66 = 36.
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Segundo, nosso objeto de interesse é um evento, ou seja, um subconjunto
de S:

A={(a,b);a+b =7}

todas as combinagdes das quais a soma dos valores seja igual a 7,

portanto, nos restringimos aos valores:
A =1{(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}

Assim, n(A) = 6. Logo, a probabilidade que esse evento ocorra é

6 1
P(A)=—=—
W=35~%

2.3 Variavel aleatodria

O nome variavel aleatéria nos faz pensar erroneamente que se trata de
uma variavel que recebe um valor qualquer, entretanto, a definicdo desse
conceito nos fala exatamente o oposto. A maneira mais adequada de expressar
a ideia de variavel aleatéria é associarmos a uma funcéo X:S —» R, em que a
cada resultado do espaco amostral € designado um valor real.

Exemplo: jogada uma moeda 10 vezes, temos S =
{Cara; Cara; Cara; Coroa; Cara, Coroa, Coroa, Cara, Coroa, Cara}, assim
podemos dizer que X(Cara) = 6 e X(Coroa) = 4.

Formalmente, chamamos de variavel aleatéria a funcao definida em um
espaco de probabilidade; ou seja, se (S,P) € um espago amostral, entdo uma
variavel aleatoria € uma funcédo X: S — V, para V um conjunto.

E se caso quiséssemos calcular a probabilidade de X tomando um valor
especifico a? Como em um dos exemplos vistos anteriormente, em que, jogando
um par de dados, queriamos saber a probabilidade de a soma dos dados ser 7.
Na resolucdo do exemplo calculavamos a probabilidade de um evento
especifico.

A outra estratégia € calcular a probabilidade de uma variavel aleatoéria
tratada como evento. Para isso definiriamos uma variavel aleatoria X como a
soma dos numeros nos dados, e fariamos a pergunta “qual a probabilidade de

X = 7?7, traduzindo essa situagdo como P(X = 7).
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Ao utilizar a notacdo P(X = 7), estamos particularizando a variavel
aleatéria X como um evento, no caso quando a X = 7, assim estamos definindo

0 conjunto:
{s€S:X(s) =7}

Assim:
6
PX=7)=P({seS:X(s) =7} = P((l, 6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2), (6, 1)) =36

Podemos ainda encontrar variagdes dessa notagédo, como:
P(X =28);P(X<5);P(6<X<10)
gue, se reescrevermos, estaremos calculando as probabilidades de:

e P(X=>8)=P({s€eS:X(s)=8)
= P{(2,6),(6,2),(3,5),(5,3),(3,6),(6,3), (4,4),(4,5),(5,4), (4,6), (6,4),
5
(5,5),(5,6),(6,5),(6,6)} = ;—6
e P(X<5)=P({s€S:X(s) <5}

10

=P{(1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(2,2),(2,3),(3,2),(1,4),(4¢, D} = 36

e P(6<X<10)=P({s€S:6<X(s)<10})
= P{(1,6),(6,1),(2,5),(5,2),(2,6),(6,2),(3,4),(4,3),(3,5),(5,3),(3,6),

18
(6,3),(4,4),(4,5),(5,4),(4,6),(6,4),(5,5)} = 36

TEMA 3 — PROBABILIDADE + LOGICA PROPOSITAL

Nas aulas anteriores, aprendemos conceitos relacionados a ldgica
proposicional, da qual fomos a fundo e conseguimos estudar importantes
ferramentas que agora nos auxiliam a qualificar se uma proposicéo é verdadeira
ou falsa. No inicio desta aula, vimos a definicdo de probabilidade e os conceitos
basicos, em que podemos calcular a probabilidade de eventos, onde esse evento
pode ser uma sentenca proposicional; sendo assim, temos a necessidade das
propriedades de “probabilidade + l6gica proposicional” para podemos manusear

as propriedades nas situacbes em que somente a definicdo n&o seja suficiente.
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3.1 Distribuicao uniforme

Em geral, quando olhamos para uma situagcao/evento qualquer, da qual
temos n alternativas possiveis de acontecimentos, entretanto, ndo temos
nenhuma informacao, experiéncia, andlises parecidas, raciocinio que justifique

atribuir um nivel de probabilidade, é razoavel que se atribua o0 mesmo valor a

todas as alternativas, e esse valor é

3_|>—k

Quando nos deparamos com casos como esses, dizemos que essas
alternativas tém uma distribuicdo uniforme de probabilidade.
Exemplos:

Sorteio de uma rifa; se uma rifa tem 500 nimeros a serem sorteados entao
- , 1

a probabilidade de sortear um nimero dentre os 500 é o0

e Jogar uma moeda: ao jogar a moeda e verificar se o resultado foi cara ou

coroa, a probabilidade de que o resultado seja cara ou coroa €

N | =

e Jogar um dado: ao jogar um dado honesto com 6 faces, entdo a

probabilidade correspondente a cada lado é

AR

e Jogo de cartas: se em um baralho honesto temos 54 cartas, entdo a

probabilidade de cada carta ser “pescada/sorteada” é i

Observe que em varios momentos falamos moeda honesta, dado
honesto, baralho honesto. Isso se deve ao fato de que, caso estejamos lidando
com um evento em que, por exemplo, o dado ndo é honesto, mas viciado, deve-

se atribuir probabilidades diferentes a cada namero.
3.2 Principio de exclusao mutua

Utilizamos o principio de exclusdo matua quando dadas duas
proposicdes g e r, elas nao podem ser verdadeiras ao mesmo tempo, em termos
I6gicos temos as implicagdes:

r—>~qouq— ~r
entdo devemos ter P(r) + P(q) < 1.
Exemplo: considere a afirmagao “hoje eu estou em Curitiba” e “hoje eu

estou em Sao Paulo”. Seja qual for a informacao de onde eu estou nesse

momento, nao faz sentido atribuir um valor a probabilidade da primeira ser 60%
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e a segunda ser 70%, pois se uma delas é verdadeira, obviamente a outra sera
falsa.
Generalizando essa definicdo, se temos qq,4qs, ..q, Proposicoes,

mutuamente exclusivas, ou seja, q; » ~q; Vi # j e 1 <i,j <n. Entdo P(q,) +

P(qz) + -+ P(q,) < 1.
3.3 Principio de exaustao

Ao contrério do principio da exclusdo mutua, o principio de exaustao
trabalha com o caso em que uma das duas proposi¢coes séo verdadeiras, néo
sendo razoavel termos pouca confiabilidade nas afirmagoes.

Em termos logicos, se dadas duas proposicdes g e r, em que qVr é

verdadeira, entdo:
P(q) +P(r)=>1

Exemplo: considerando as afirmagdes “o lucro sera maior que R$10.000”
e “o lucro sera menor que R$20.000”, é natural pensarmos que uma das
afirmacdes sera verdadeira, assim podemos atribuir os valores de probabilidade
como 1/2 para a primeira e 3/4 para a segunda.

Generalizando, se q; Vg,V ..V q, € verdadeira, entdo P(q;) + P(q,) +
4+ P(qn) = 1.

3.4 Principio da complementaridade

Esse principio junta os dois anteriores, em que, dadas duas afirmacdes e
se uma tem valor l6gico oposta a outra, entdo a soma das probabilidades deve
ser 1.

Em termos logicos, se dadas duas proposi¢cdes g e ~q, entdo
P(q) +P(~q) =1
equivalentemente,
P(q) =1-P(~q)
Exemplo: se a probabilidade de “amanha vai chover” é 2. Entdo a

probabilidade que “amanha n&o vai chover” & i ja que Z+ i =1
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Generalizando, se uma das afirmacoes q,, q., ..., g, € verdadeira, ou seja,
sabendo que elas sdo mutuamente exclusivas, mas também que uma delas é

verdadeira, entdo temos P(q,) + P(q,) + -+ P(q,) = 1.

3.5 Principio da independéncia

O principio de independéncia diz que, se dadas duas proposicdes q e r,
e ndo sabemos de nenhuma ligacdo ou influéncia entre seus valores logicos,
entdo, € razoavel supor que elas sao independentes, portanto, calcular a

probabilidade de g A r é equivalente a multiplicar suas probabilidades, i.e.,
P(gAT)=P(q) - P(r)

Exemplo: dois dados, um azul e um vermelho, sdo jogados ao mesmo
tempo. Qual a probabilidade de o numero do dado vermelho ser menor que 3 e
do dado azul maior que 2?

Calculando a probabilidade para o dado vermelho:

P(V<3)_1+1+1_3_1
-7 6 6 6 6 2

Agora para o dado azul:
P(A>2)—1+1+1+1+1—
-7 6 6 6 6 6

Note os eventos ndo dependem um do outro, caracterizando dois eventos

independentes, logo:

P((VSB)/\(AE2))=P(V§3)-P(A22):%%:_

TEMA 4 - PROBABILIDADE: PROPRIEDADES

Nos modelos probabilisticos, parametros podem ser empregados para
caracterizar sua distribuicdo de probabilidade. Em que dada uma distribuicédo
pode-se associar certos parametros, que fornecem informacdes importantes

para assim verificarmos a probabilidade de tal distribuic&o.
4.1 Valor esperado

Saber avaliar o ganho ou a perda que pode ocorrer tomando uma decisao

de escolha é um dos principais objetivos do uso da probabilidade. O conceito de
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valor esperado auxilia nessa escolha, ja que ela € a soma do produto de cada
probabilidade com o seu respectivo valor, ou seja, ela € o valor esperado de uma
experiéncia se ela for repetida muitas vezes.

Formalmente, seja X uma variavel aleatéria discreta com os valores
X1y X2y ey X . S€JA p(x;) = P(X =x;),i =1,2,3...,n... Entdo o valor esperado,
ou esperanca de X é definido por:

[ee]

p=ECO =) x-p(x)
i=1
Exemplo: joga-se um dado e denotamos X o nimero que aparece a cada
jogada, i.e., X ={1,2,3,4,5,6}. Qual o valor esperado de X?
Primeiro, note que a probabilidade é dada por uma distribuicdo normal,
logo:

P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = P(6) = %

Portanto:

[ee)

p=00 =) % plx)

i=1

=1-P(1)+2-P(2)+3-P(3)+4-P(4)+5-P(5)+6-P(6)

1 1 1 1 1 1
:1E+Zg+3g+4g+5€+6g
1+2+3+4+44+54+6 21 7

O valor esperado ainda obedece as propriedades: seja X uma variavel

aleatoria e ¢ uma constante, entao:

e O valor esperado de uma constante € a propria constante:
E(c)=c
e Vale a linearidade de multiplicacdo por uma constante:
E(c-X)=c-EX)
e Vale a linearidade de soma com uma constante:
EX+c)=EX)+c
e Vale alinearidade da soma de duas variaveis aleatérias X e Y:
EXtY)=EX)+EN)
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e Vale a linearidade da multiplicacao:
EX-Y)=EX)-EY)

4.2 Variancia

Em muitas situaces saber apenas o valor esperado de uma variavel
aleatéria E(X) nédo é suficiente; é preciso saber a sua variacao, a dispersdo dos
valores da variavel em relacdo ao valor esperado, ou seja, até que ponto é
aceitavel a variacao do valor esperado.

Dessa maneira, definimos a variancia de uma variavel aleatoria, X, com

valor esperado E(X), como:
Var(X) = E(X — pn)?

podemos denotar a variancia como Var(X) = o.
Exemplo: joga-se um dado e denotamos X o niUmero que aparece a cada

jogada, i.e., X ={1,2,3,4,5,6}. Qual o valor da variancia de X?

Visto que ja calculamos a sua esperanca, u = E(X) = % entao:

Var(X) = E[((X —w?] = E [(X — 92] = i (xl- - ;)2 -p(x)

i=1
= (1- ;)2 P+ (2- ;)2 P@)+(3- ;)2 P+ (4- %)2 - P(4)
2 2

+(5—;) -P(5)+(6—;> .P(6)

SE NS RN ENURNCENCE

—25+3+1+1+3+25—35 2,9167
24 8 24 24 8 24 12 7

Vale observar que a variancia é sempre positiva Var(X) = 0.

Proposicdo: seja X uma variavel aleatéria, com valores reais. Entéo:
Var(x) = E(X?) — E(X)?
Demonstracdo: seja u = E(X). Pela definicdo de variancia:
Var(X) = E[(X — w)?]
Note que podemos escrever:

X —w?=X?—-2uX + u?
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Assim:
Var(X) = E[(X — p)?] = E[X? — 2Xu + u?]
Aplicando a propriedade de linearidade da esperanca:
= E(X?) - 2\E(XEW + EW?)
Sabendo que u = E(X), e como a esperanca € um numero real, entdo, ao
calcularmos a esperanca da esperanca, no fundo, estamos calculando a

esperanca de um nuamero real, que pelas propriedades € o proprio nimero, logo,

E(u?) = u?; portanto:

= E(X?) — 2up + u? = E(X?) — 2p% + p?
=E(X?)—p? =EX*) — E(X)*
Exemplo: do exemplo anterior, vamos calcular a variancia utilizando a
proposicéo acima:

7 ~ s (7T\? _ 49
Sabendo que u = E(X) = ~» €Ntéo E(X)? = (E) = € como

Var(X) = E(X?) — E(X)?

Falta descobrir o valor de E(X?):
1 1 1 1 1 1 91
2y — 2., 2., 2., 2., 2., 2, _ -
E(X?) = (1 4+ @7+ @2 o+ (2 + (52 2+ (6 o=

E assim:

91 49 35
= 2y — 2 = — _— = —
Var(X) = E(X?) — E(X) 3 + 7 12

Sendo a variancia fruto da manipulacdo da esperanca, entdo, é natural
pensarmos que valem as propriedades de linearidade, e, de fato, seja X uma

variavel aleatdria e ¢ uma constante, entao:

e A variancia de uma constante é zero:
Var(c) =0

e Subtraindo ou somando uma constante a variancia ndo se altera:
Var(X +c¢) = Var(X)

e Multiplicacdo de uma constante:
Var(cX) = c*Var(X)

e Sejam X e Y duas variaveis aleatorias independentes, entéo:
Var(X £Y) = Var(X) £ Var(Y)
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4.3 Desvio padrao

O desvio padrdo mede a dispersao absoluta da variavel aleatéria X, sendo

expressa por meio da variancia, pela formula:

D(X) = /Var(X)

4.4 Covariancia

No conceito de probabilidade, a covariancia de duas variaveis aleatérias
X e Y € a medida de variabilidade conjunta dessas variaveis aleatérias. Se a
covariancia dessas variaveis for positiva, elas tendem a mostrar um
comportamento semelhante, ou seja, se uma cresce a outra também crescera,
caso ela decresce a outra também decrescera.

Caso a covariancia seja negativa, entdo as variaveis tendem a ter
comportamento opostos, por exemplo, se uma cresce a outra decresce.

Assim definimos, a covariancia entre as variaveis aleatérias X e Y, como:
Cov(X,Y) = E[(X —EX)(Y — E(Y))]

Note que a covariancia € dada pela esperanca, assim, aplicando as

propriedades de linearidade da esperanca, temos:

Cov(X,Y) =E[(X —E))(Y —E(Y))] = E[XY — YE(X) —XE(Y) + E(X)E(Y)]
=EXY)-EY)EX) —EX)EY)+EX)E(Y) =EXY) - EX)E()
Portanto, podemos reescrever a definicdo como:

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

E mais, caso os eventos sejam independentes, entdo Cov(X,Y) = 0.
TEMA 5 — PROBABILIDADE CONDICIONAL E TEOREMA DE BAYES

Durante o estudo do Tema 2, vimos a definicdo de probabilidade e os
conceitos basicos, ndo podemos deixar de notar que estamos sempre fazendo
uma analise sobre um evento, que representamos por meio de conjuntos, sendo
crucial estudarmos as propriedades de “probabilidade + conjuntos” para
podemos manusear as propriedades nas situagcdes em que somente a definicdo

nao seja suficiente.
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Para isso, antes de comecarmos a ver tais propriedades, é valido
fazermos um rapido resumo de algumas defini¢cdes vistas nas aulas anteriores,

em que se tratou exclusivamente do assunto de conjuntos.

e Unido de conjuntos: “sejam A e B dois conjuntos. Dizemos que a uniédo
dos conjuntos A e B, denotada por A U B, € 0 conjunto que contém todos
os elementos que estdo em A ou em B, ou em ambos”.

AUB ={x|x € AVx € B}

¢ Intersegdo de conjuntos: “sejam A e B dois conjuntos. Dizemos que a
intersecao dos conjuntos A e B, denotada por AN B, é 0 conjunto que
contém todos os elementos que pertencem em A e em B, ou seja, apenas
0s elementos em comum/iguais desses conjuntos”.

ANB ={x|x € AANx € B}

e Diferenga de conjuntos: “sejam A e B dois conjuntos. Dizemos que a
diferenca dos conjuntos A e B, denotada por A — B, € 0 conjunto que
contém todos os elementos que estdo em A mas que nao estdo em B”.

AUB={x|x€ ANx & B}

e Complementar: “se U é 0 conjunto universo e sejam A um conjunto.
Dizemos que o complementar do conjunto A4, denotada por A¢, é a
diferenca do conjunto universo U com o conjunto A.”

A =U-A={x|xeUAx ¢ A}

5.1 Propriedades

Dado que revisamos algumas propriedades de conjuntos, seguem

também algumas propriedades de probabilidade:

e Propriedade do conjunto complementar: se dado o conjunto A e seu
complementar A€, entdo
P(A°) =1—P(4)
e Regra da soma: a probabilidade de ocorrer o evento A ou o evento B &
dada por
P(AUB) = P(A) + P(B)— P(ANB)
e Regra do produto: se A e B s&o conjuntos mutuamente exclusivos, ou seja,

ANB =0, entdo

P(ANnB) = P(A) - P(B|A)
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e Propriedade da independéncia: se A € um conjunto independente de B, e
B também é um conjunto independente de A, entdo
P(AnB) = P(A)-P(B)

Observe que tais propriedades sdo muito parecidas quando os eventos
sdo légicas proposicionais e, de fato, isso nao ocorre a toa! As propriedades sao
as mesmas, pois quando falamos de eventos, estamos falando de uma maneira

geral, e 0 que muda € apenas a notacao.
5.2 Probabilidade condicional

A probabilidade condicional, como o nome ja sugere, é definida como
a probabilidade de um evento ocorrer, dado que um segundo evento ocorreu.

Formalmente, sejam A e B eventos em um espaco amostral (X,P) e
suponhamos P(B) # 0. A probabilidade condicional P(A|B), isto é, a
probabilidade de A dado B, é:

P(ANB)

P(A|B) = P(B)

Exemplo: jogam-se dois dados. Consideremos o evento A como “os
numeros dos dados tem soma 6” e o0 evento B como “0s numeros nos dados sao
impares”. Calcule a probabilidade de que a soma dos dados seja 7, dado que os
nameros sejam impares.

Queremos calcular P(A|B). Mas primeiro vamos definir A e B:

A={(15),(2,4),3,3),(4,2),(51)}
B =1{(11),(1,3),(1,5),(3,1),(,3),(3,5),(51),(5,3),(55)}

Note que P(A) = % e P(B) = ;—6 = %, ja que estamos trabalhando com

dados honestos e uma distribuicdo normal.
Observe ainda que An B ={(1,5),(3,3),(5,1)}, entdo P(ANB) = :_6 e

assim:

_P(ANB) _9/36 3 1
PAlB) = P(B) 3/36 9 3
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5.3 Teorema de Bayes

Considere A;,A4,,..A, eventos mutuamente excludentes, cuja unido
representa o espago amostral S, ou seja, um dos eventos necessariamente deve
ocorrer, veja o exemplo da figura abaixo. Entédo, o teorema de Bayes diz que:

P(BlA)P(A)

P(A;|B) =
( l| ) ?=1P(B|Ai)P(Ai)
S
.J"'Ir
v4
A, /f \ "
- \]\?h___ —
) \
AE /;': Aﬂt\\\ A3
.--"-jf \H\

Exemplo (Studart, [S.d.]): em uma fabrica, 3 maquinas B,, B, e B; fazem,
respectivamente, 30%,45% e 25% dos produtos. Sabe-se de experiéncias
passadas que 2%,3% e 2%, respectivamente dos produtos fabricados sé&o
defeituosos. Suponha que um produto seja escolhido ao acaso e verificou-se que
€ defeituoso. Qual a probabilidade de ter sido fabricado pela maquina B,?

Aqui vamos utilizar o teorema de Bayes para resolver. Primeiro note que:

P(B;) =30% = 0,3

P(B,) = 45% = 0,45

P(B3) = 25% = 0,25
P(Def|B;) = 2% = 0,2
P(Def|B,) = 3% = 0,3
P(Def|B3) = 2% = 0,2

Assim, para calcular a probabilidade de a peca da maquina B, ser

defeituosa é:

P(B,) - P(D|B,)
P(By1) - P(D|By) + P(B) - P(D|B;) + P(B3) - P(D|B3)
0,45-0,3 0,135 27

= = = — = = 0,
03-02+045-03+0,25-0,2 0,245 49 0,5510 = 55,1%

P(B,|Def) =
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Poderiamos ter calculado apenas a probabilidade de encontrar uma peca
defeituosa, seja de qual for a maquina que ela veio, mas o teorema de Bayes
nos ajuda a especificar a probabilidade da ocorréncia de certos eventos.

So por curiosidade, qual seria a probabilidade de encontrar uma peca
defeituosa? Nesse caso, bastaria utilizar a regra do produto de uma maneira um

pouco geral:

P(Def) = P(B1) - P(D|B1) + P(B,) - P(D|B;) + P(B3) - P(D|B;3)
=0,3-0,2+045-0,3+0,25-0,2 = 0,245 = 24,5%

FINALIZANDO

Nesta aula, além de revermos conceitos de algumas aulas passadas,
como conjuntos, aprendemos conceitos relacionados a analise combinatoria e,
principalmente, a probabilidade.

Mesmo que 0s assuntos que vimos nao tenham sido aprofundados,
aprendemos a base da matematica discreta.

Até a proximal
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