MODELAGEM ESTATISTICA

AULA 2

Prof. Guilherme Augusto Pianezzer




CONVERSA INICIAL

Suponha que vocé seja 0 gestor de uma instituicdo de ensino e esta
preocupado em saber se o trabalho desenvolvido pelos professores afeta, de
fato, o desempenho obtido pelos discentes. Assim, resolve extrair as médias dos
alunos de cada turma e obtém valores diferentes. Nesse cenério, fica a pergunta:
sera que esses dados sao o suficiente para determinar esta relacdo? Note que,
nesse caso, cada professor possui uma amostra diferente de alunos. Se cada
uma dessas amostras saiu da mesma populacdo, podemos afirmar que o
trabalho do professor afeta 0 desempenho de cada um desses discentes.

Entretanto, se cada professor possui uma amostra de alunos oriunda de
populacdes diferentes, nada podemos afirmar sobre o impacto investigado.

A Figura 1 apresenta as possiveis distribuicbes das notas de aluno:

supondo que ha ou néo diferenca entre cada uma das turmas.

Figura 1 — Casos possiveis na analise de variancia
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Para responder esse tipo de problema, utilizamos a ANOVA, também
conhecida como Andlise de Variancia. Nesta aula, veremos em detalhes esse

método para a influéncia de um unico fator.
TEMA 1 — MODELO ESTATISTICO

No modelo estatistico de ANOVA para um fator, nosso objetivo é
determinar se as amostras foram obtidas de uma Unica populacdo ou de

populacdes distintas (vide Figura 1).




1.1 Definicoes e Propriedades Basicas

O modelo estatistico de ANOVA com um fator objetiva determinar a
resposta y;; de uma observacéo j para o nivel i do fator A. Assim, esperamos
concluir que:

Yij = Ut a;te€;
j=12,..,n;
i=12,..k,

ou seja, estamos analisando um fator que possui k niveis e n; observagdes para
cada nivel. Note que a resposta y;; depende do efeito que o nivel i do fator
provoca; o que é considerado pela variavel a;, mas também depende de um erro
aleatorio experimental, definido por ¢;; para cada observacdo. ¢; € gerado
devido a variabilidade de outros fatores que ndo sdo considerados no
planejamento desse experimento.

No caso em que estamos tratando sobre o desempenho dos professores,
consideramos y como a média das notas da populacao de alunos, «a; representa
o efeito causado na nota dos alunos pelo professor i, enquanto ¢;; representa o
efeito causado na nota dos alunos por outros fatores que ndo sejam a influéncia
do professor.

Para o desenvolvimento da ANOVA, também determinamos algumas
expressdes. Definimos o tamanho amostral total, como a soma do tamanho de
cada amostra: n = n; + n, + -+ + n;. Definimos a soma das observagdes do
nivel i do fator A e a média das observacdes do nivel i do fator A como,

respectivamente:

ni
Vi. = Z Yij
j=1

Z"i .
j=1Yij
n;

i

Definimos a soma de todas as observacfes e a média geral das

observacdes como, respectivamente:

n N
}’..:ZZYU

i=1j=1

n ni
_ =1 Z]’:l Yij
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Note que, considerando o exemplo discutido, y; representa a soma das
notas dos alunos do professor i, enquanto y representa a soma das notas de
todos os alunos investigados.

1.2 Condigoes Necessarias para a Utilizagao da ANOVA

Alguns requisitos sao necessarios para a utilizacdo da ANOVA:
consideramos o erro experimental como uma variavel independente que possui
distribuicdo N(0,0%). Assim, verificamos que y;; tem distribuicdo N(u + a;, 02).
Veja que nosso objetivo é verificar que as médias de cada populacdo séo
diferentes. Nesse caso, escrevemos 0 seguinte teste de hipétese:

{Hoilvh SH ==l
Hy: p # pn, (M # 1)

Veja que aceitar H,,, no exemplo dado, significa que ndo podemos afirmar
sobre a influéncia do trabalho desenvolvido por cada um dos professores, visto
gue nao garantimos uma diferenca significativa na média encontrada. Entretanto,
aceitar H, indica que as diferencas de pelo menos algumas dessas médias séo
estatisticamente significativas. Em outras palavras, a variabilidade dos dados é

explicada pelo trabalho desenvolvido por cada um dos professores.

TEMA 2 — DECOMPOSICAO DA SOMA DOS QUADRADOS

Uma das principais vantagens da ANOVA para analise de dados € que 0
método decompde a variabilidade total em dois componentes: um referente ao

impacto do fator A e outro referente ao que deixou de ser explicado pelo fator A.
2.1 Uma Medida de Variabilidade

Ao considerar a variabilidade de todos os dados, podemos construir a
soma de quadrados total, SQT. Note que a construcdo dessa variavel “ao

quadrado” € realizada pois, caso contrario, tal somatério resultaria em zero.

Assim,
kK N
_\2
SQT =" (v -7)
i=1j=1

Note que, ao somar e subtrair y;, ndo alteramos o resultado final e

podemos utilizar essa propriedade algébrica para expandir esse termo, obtendo:




SQT = ii[(yij -y.)+ G — )_’..)]2

i=1 =1
PR ko P
N2 N _
SQT = ZZ(%ZJ -y.) + Z-ZZ(D’U —-5.)-0i—y)+ ZZ()’L -y)?
=1 j=1 =1 j=1 =1 =1

Entre as parcelas de SQT, podemos verificar que
kK T
Z-Z Z(Yij —%.).(¥.—y.) =0.
i=1 j=1
Para isso, expandimos o produto entre os termos, obtendo:

ni

k k
ZZ()’U yl) (YL .. = Z (yU Yi. — yij-y.. _3712 + J_’l)_’) =

i=1 j=1 i=1j=1
k i L kK M
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Dessa forma, podemos escrever a medida de variabilidade total como:

SQT = ii('yé -7) 4 ii(yi. -3.)?

i=1j=1 i=1j=1

2.2 Decomposicao da Soma dos Quadrados Totais

Note que a soma dos quadrados totais € decomposto em dois termos. O

termo

kN

QA=) Y G -7

=1 j=1

€ chamado de soma de quadrados do fator A. Este representa o desvio das
médias estimadas em cada um dos niveis do fator A em torno da média geral
dos dados. Assim, representa uma variabilidade devido aos diferentes niveis que
o fator A pode assumir.

No exemplo que permeia esta aula, SQA representa a variabilidade que o
trabalho de cada docente afeta no rendimento de seus discentes. Como

sabemos, este ndo € o unico fator que afeta esta variavel resposta. Existem




fatores, ndo considerados no estudo, que também séo influentes na andlise.
Esses séo descritos pela variavel SQE, chamado de soma de quadrados do

erro e esta representado no outro termo de SQT:

SQE = ii(yfj -5)’

i=1 j=1
Vale reforcar que esse termo representa o que deixou de ser explicado
pelo fator A. Assim, verificamos que:
SQT = SQA + SQE
O célculo de SQA, SQT e SQE pode ser realizado pelas equacdes dadas,

ou por suas versoes alternativas em que:

2 2
soa =Y L2
n; n
i=1
ko
2
V.
ar =3 S
i=1j=1

SQE = SQT — SQA.

As demonstracdes dessas expressdes fogem ao escopo dessa disciplina.

2.3 Graus de Liberdade
Para o teste de hipotese realizado na ANOVA, é necessario conhecer o
grau de liberdade de cada uma das parcelas, SQT,SQA e SQE.

e Para SQT, temos gl =n—1.
e ParaSQA,temosgl=k—-1
e Para SQE,temos gl=n—k

2.4 Médias Quadraticas

Definimos as médias quadraticas como 0 quociente entre a soma dos

guadrados pelo seu grau de liberdade. Assim,

SQA
MQA=1—
SQE
MQE = —
SQT
MQT = —— = S2

n—1




E possivel mostrar, mas foge ao escopo dessa disciplina, que:

E(QME) = 2
k

1
E(QMA) = O'2 +mz l-alz

i=1

Entretanto, note que ai estd uma das principais andlises observadas pela
ANOVA. Isso porque, ndo existindo diferenga nos niveis do fator 4, temos que
a; = 0 e QMA também estima a variancia o2. No caso em que essa diferenca é

significativa, o valor esperado de QMA é maior do que o2.
2.5 Tabela da ANOVA

Para organizar os dados necessérios a analise da ANOVA, costumamos

utilizar a Tabela da ANOVA, como a indicada na Tabela 1.

Tabela 1 — Tabela da ANOVA com um fator

Variagao SQ gl MQ
Fator SQA | k—1 | MQA
Erro SQE | n—k | MQE
Total SQT | n—1

2.6 Exemplo

Considere trés professores que apresentaram as notas de suas turmas na

mesma avaliacdo simulada apresentadas na Tabela 2.

Tabela 2 — Notas de cada aluno para cada professor em avaliacao simulada

Prof.1 | 82 64 64 79 64 76 52 61 85
Prof.2 | 64 88 79 67 85 100 82
Prof. 3 | 73 91 82 85 82 67

Iremos construir a Tabela da ANOVA para este caso. Como auxilio,

recomenda-se a construcdo de uma tabela, como a indicada na Tabela 3.




Nela, separamos as observagfes e encontramos 0 somatoério de alguns

termos quadréticos que serdo utilizados para encontrar as informagdes descritas

na tabela a seguir.

Tabela 3 — Tabela de auxilio para os célculos manuais

Prof. 1 Prof. 2 Prof. 3
Obs. Y1j Vi) Y2j Y3; Y3j V3 Tot
1 82 6.724 64 4.096 73 5.329
2 64 4.096 88 7.744 91 8.281
3 64 4.096 79 6.241 82 6.724
4 79 6.241 67 4.489 85 7.225
5 64 4.096 85 7.225 82 6.724
6 76 5776 | 100 10.000| 67 4.489
7 52 2.704 82 6.724
8 61 3.721
9 85 7.225
Soma | 627 44.679| 565 46.519| 480 38.772| 1.672 129.970

Neste exemplo, temos n, =9,n, = 7,n; = 6 e, portanto, n = 22. Com o

uso da Tabela 3, podemos verificar que:

y, =627 ey? = 393.129
y, = 565ex3 =319.225
y; =480 eyZ = 230.400

y = 1.672ey? = 2.795.584

ny
Z v = 44.679
j=1
na
Z y3; = 46.519
j=1

ns
Z y2; = 38.772
j=1




Assim, podemos encontrar:

y:  y? _393.129 4 319.225 230400 2.795.584

sed = i n 9 7 s 22 B
i=
k 7N
s T—ZZ 2 _ Y _ 1509702795584 uog
W=l 200w = 22
i=1 j=

SQE = SQT — SQA = 2.898 — 613 = 2.285

Para esse exemplo, temos os seguintes graus de liberdade: para SQT,
temos gl =n—1 = 21; para SQA, temos gl = k — 1 = 2; para SQE, temos gl =

n — k = 19. Por fim, calculamos as médias quadraticas:

SQA 613

MQA=m=T=306,5
M E_SQE _2.285_1203
Ob = %= 19 — 140

Finalmente, a Tabela 4 apresenta a Tabela da ANOVA para o exemplo
dado.

Tabela 4 — Tabela da ANOVA para o exemplo dado

Variagao SQ gl MQ

Fator 613 2 306,5
Erro 2.285 19 120,3
Total 2.898 21

TEMA 3 — ANALISE ESTATISTICA

O uso da ANOVA permite comparar se um determinado fator altera ou
nao, de forma significativa, a média da populacdo analisada. Assim, o teste de

hipétese que devemos verificar € sobre o efeito do fator A:

{ Ho:a1=a2="'=ak=0
Hy:a; # 0 (paraalgumi = 1,2, ..., k)

3.1 O Teste da ANOVA

Podemos mostrar qual € a distribuicdo de SQT, SQA e SQE. Discutimos
que os erros ¢€; no modelo y;; =u+a; +¢; possuem, por suposicao,

distribuicdo N(0,02); Sendo assim, podemos mostrar que y;; tem distribuicéo
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N(u+ a;,02%). Sendo independentes, também mostramos que Sf—zT tem

distribuicdo y2_, (qui-quadrado com n —1 graus de liberdade). E de forma
equivalente, Sf—f e Sf—f tem distribuicdo y2_, e y2_,. Assim, podemos verificar a

variavel de teste que devemos calcular:

SQA
" SQE = MQE
n—k

que segue uma distribuicao F_y »_ (F de Snedecor).

Note que o teste estatistico da ANOVA é realizado comparando F, com
F(1—a,k—1,n—k). Esse ultimo corresponde ao valor obtido na Tabela de
Snedecor para um nivel de confianca de 1 — a. Note que a regido critica, aquela
gue rejeita H, e conclui que as médias analisadas sédo diferentes, € obtida
guando:

Fob>F(1l—ak—-1n—-k)

Com a necessidade de calcularmos F,, podemos ampliar a Tabela da ANOVA

como apresentado na Tabela 5.

Tabela 5 — Tabela da ANOVA ampliada com o calculo F,.

Variacao SQ gl MQ Fy
Fator SQA | k—1 | MQA MQA
Erro SQEF | n—k | MQE M—QE
Total SQT | n—1

3.2 Exemplo

No caso do exemplo que estamos discutindo ao longo desta aula,
podemos completar a tabela da ANOVA calculando F,. Esse resultado é

apresentado na Tabela 6.

Tabela 6 — Tabela da ANOVA ampliada para o resultado do grupo de discentes

de cada professor

Variacao SQ gl MQ Fy
Fator 613 2 306,5

Erro 2.285 19 120,3 | 2,547
Total 2.898 21
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Em consulta a Tabela F de Snedocor, podemos encontrar:
F(95%,2,19) =3,52
Note que, como F(gsy,2,19) > Fo (i-€. 3,52 > 2,547), ndo podemos rejeitar a
hipétese de que as médias das turmas desses professores sdo iguais!

TEMA 4 — ESTIMACAO DOS PARAMETROS DO MODELO

O método da ANOVA permite estimar os parametros analisados, i.e., as

médias para cada grupo de observacoes.
4.1 Estimacgao das Médias

Pode-se mostrar, mas foge ao escopo dessa disciplina, como se obtém o
intervalo de confianga para cada uma das medias analisadas. Seu resultado é
obtido a partir de:

a

E_—t(1—%,n—k). MrgESuiSﬁ+t(l—§,n—k).

MQE

n;

Nesse caso, t(1 — %,n — k) se refere a distribuicéo t de student que pode

ser obtida a partir da consulta em sua tabela.
4.2 Intervalo de Confianga para as Médias

No exemplo que estamos discutindo, podemos encontrar o intervalo de
confianca para a média de cada um dos professores a partir da equacao anterior.
Nesse caso, ao consultar a tabela t de student, obtemos, para os dados do

problema:
t(0,025;19) = 2,09302

em que esperamos uma confianca de 95%, i.e. a« = 0,05.

Note que:
. »n. 627
=—=—=69,667
V1. n 9
y, =22 =222 _ 80714
n;
ys. 480
7 n, 6
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Assim, o intervalo de confianca para a média do primeiro professor (u;) €

dada por:
_ a MQE _ a MQE
yl_—t(l—z,n—k). s Su <y +t(1—§,n—k) n1
120,3 20,3
69,667 — 2,09302. | —5— <y < 69,667 +2,09302. |—
62,015 < pu; < 77,320
Para o segundo professor (u,):
o a MQE L a MQE
yz_—t(l—E,n—k). o su23y2,+t(1—§,n—k) o
’120,3 120,3
80,714 — 2,09302. 7 < u, <80,714 + 2,09302. Z
72,037 < u, < 89,391
E para o terceiro professor (u3):
L a MQE L a MQE
y3_—t(1—§,n—k). ™ Suz; <y +t(1—§,n—k). ™

120,3 120,3

80 —2,09302. < uz <80+ 2,09302.

70,628 < uz < 89,372

A Figura 2 apresenta os intervalos de confianca para as médias de cada

um dos 3 professores. A figura foi elaborada com o uso do software Excel.

Figura 2 — Intervalos de confianca para as médias dos 3 professores

Intervalos de Confianca para
as médias

100
90
80 I I
70— -
60
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TEMA 5 — ANALISE DE RESIDUOS

O uso da ANOVA requer algumas suposicoes. Entre elas, discutimos, ao
longo da aula, que os erros ¢;; devem possuir distribuicdo N(0,0%) e serem
independentes, e que as observacdes podem ser descritas por um modelo da

forma y;; =pu+a; +€;. A analise de residuos permite verificar se essas

suposic¢des sao, de fato, validas.
5.1 Independéncia, Normalidade e Homogeneidade de Variancias

O modelo de ANOVA pressupde uma série de requisitos, 0s quais nominamos:

e Independéncia;

e Normalidade.

Para garantirmos a independéncia dos dados, é importante que, ao
planejar o experimento, se atente a obté-los de forma aleatéria. A aleatoriedade
€ o principal requisito para assumir a independéncia dos dados.

No caso da normalidade, para cada conjunto de dados analisado, €
necessario realizar um teste de normalidade para verificar se os dados seguem

a distribuicdo descrita.
5.2 Analise de Residuos

Definimos o residuo e;; obtido para a observacéo j do nivel i como:
eij = Yij = Jij
Note que J;; representa o valor estimado pelo modelo para a observacgao y;;.

Dessa forma, a diferenca entre esses resultados caracteriza o residuo (ou erro

da estimativa). Veja que:
Vij = Vi
No caso das notas dos alunos obtidos por cada professor, podemos

realizar o calculo dos residuos. Esse resultado foi apresentado na Tabela 7.
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Tabela 7 — Célculo dos residuos para cada um dos alunos pesquisados

Prof. Residuos yii =i
1 12,333 -5,667  -5,667 9,333 -5,667 6,333 -17,667 -8,667 15,333 69,667
2 -16,714 7,286 9,333 -13,714 4,286 19,286 1,286 80,714
3 -7 11 2 5 2 -13 80

A Figura 3 apresenta os valores de residuos normalizados pela média

dispersos para as diferentes observacdes. Podemos realizar uma analise para

verificar se 0s pontos observados se comportam com uma distribuicdo normal.

No caso, quando o grafico se comporta como um funil ou um laco duplo, ndo

podemos afirmar que 0s requisitos para a aplicacdo do teste da ANOVA foram

atendidos. Mas ndo é o que acontece no grafico encontrado.

Figura 3 — Grafico de residuos normalizados pela média obtido para as notas

dos discentes encontradas

5.3 Analise do Coeficiente de Determinagio R?

Residuos

10 15

20 25

Outra anadlise possivel, mas ndo determinante, é verificar o coeficiente de

determinacdo R?. Esse modelo descreve se uma variavel resposta esta sendo,

satisfatoriamente, explicada pelo modelo. Para o modelo da ANOVA, calculamos

R? a partir de:

SQE
R = 1-29E
SQT

Note que, para o exemplo discutido, temos:
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FINALIZANDO

Com isso, fomos capazes de descrever como utilizar o método da ANOVA

para realizar a comparacao entre alguns conjuntos de médias.
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