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CONVERSA INICIAL

Nesta aula, veremos as regressdes nao-lineares e estratégias de
linearizacdo. Modelar esse tipo de situacao € tema de disciplinas avancadas de
poés-graduacdo, mestrado ou doutorado. A proposta aqui € investigar algumas

estratégias utilizadas para resolver esses problemas.
TEMA 1 — REGRESSAO NAO-LINEAR

Assim como nos demais modelos de regressdo, no modelo de regresséo
ndo-linear desejamos escrever uma relacdo entre as varidveis observadas e a
variavel resposta. Entretanto, nesse cenario, nosso modelo pode se comportar

como uma funcéo qualquer, ou seja

y=fkx)+e

Envolvendo um erro devido as variaveis nao consideradas no modelo.
1.1 Modelo de Mitscherlich

O modelo de Mitscherlich € largamente utilizado em artigos cientificos
referentes ao estudo da producdo de determinada cultura em funcdo da

guantidade de nutriente fornecido. Nesse caso, o modelo é dado por
y=a(l-1077&+") 4 ¢
em que os parametros sao funcdes da dose de nutriente fornecida para gerar o

nivel de producdo maximo. Nesse modelo, x é a dose de nutriente realmente

fornecida e y o nivel de producéo atingida.
1.2 Modelo logistico

O modelo logistico costuma ser utilizado para modelar crescimentos
populacionais em que a taxa de reproducdo € proporcional a quantidade de

recursos disponiveis e ao tamanho da populacdo existente. Sua forma geral é

0
Y = Tq e@pm €
em que os parametros sao funcdes da quantidade de recursos disponiveis e do
tamanho da populacéo inicial. Nesse modelo, a variavel x costuma denotar o

tempo, enquanto y costuma denotar o tamanho da populagéo atual.




1.3 Modelo de Gompertz

O modelo de Gompertz, modelado pela equagéo
y = e®Brx 4 ¢

descreve uma situacdo em que o crescimento é menor no comeco e fim de um

periodo temporal. Nesse caso, x denota o tempo e y o tamanho da populacéo.
1.4 Modelo de Michaelis-Mentel

O modelo de Michaelis-Mentel é utilizado, principalmente, no estudo da
taxa de variacdo das reacfes quimicas catalisadas por enzimas. Seu modelo é
descrito pela equacao

0,x
x+0,

y = +e€

cujos parametros se referem a taxa de reacéo e concentracao de um substrato.

TEMA 2 — LINEARIZAGAO: MUDANGCA DE VARIAVEIS PARA FUNGOES
POLINOMIAIS

A técnica mais trivial para determinar regressdo nao-linear é a
linearizacdo, uma mudanca de variaveis que faz com que o modelo analisado

recaia na forma linear. Vejamos a linearizacao para funcdes polinomiais.
2.1 Linearizagao do tipo y = ax?

No caso em que a funcéo analisada é do tipo y = ax? podemos fazer uma
mudanca de variaveis para resolver o problema. Vejamos o0 seguinte caso

apresentado pela Tabela 1.

Tabela 1- Dados obtidos para o modelo y = ax?

n; Xi Yi
1 14,8323 122
2 14,8323 119
3 14,8323 122
4 14,8323 122
5 14,8323 122
6 15 126
7 15 129
8 15 126
9 15 124
10 15 128




11 15,1657 133

12 15,1657 133
13 15,1657 132
14 15,1657 133
15 15,1657 135
16 15,3297 135
17 15,3297 136
18 15,3297 137
19 15,3297 137
20 15,3297 137

Como se trata de um modelo da forma y = ax?, devemos fazer uma
mudanca de variaveis considerando x? = t. Dessa forma, y = at. Na Tabela 2,

0 método dos minimos quadrados.

Tabela 2 — Método dos minimos quadrados para y = at

n; X L Yi L.y t;

1 14,8323 220 122 26.840 48.400
2 14,8323 220 119 26.180 48.400
3 14,8323 220 122 26.840 48.400
4 14,8323 220 122 26.840 48.400
5 14,8323 220 122 26.840 48.400
6 15 225 126 28.350 50.625
7 15 225 129 29.025 50.625
8 15 225 126 28.350 50.625
9 15 225 124 27.900 50.625
10 15 225 128 28.800 50.625
11 15,1657 230 133 30.590 52.900
12 15,1657 230 133 30.590 52.900
13 15,1657 230 132 30.360 52.900
14 15,1657 230 133 30.590 52.900
15 15,1657 230 135 31.050 52.900
16 15,3297 235 135 31.725 55.225
17 15,3297 235 136 31.960 55.225
18 15,3297 235 137 32.195 55.225
19 15,3297 235 137 32.195 55.225
20 15,3297 235 137 32.195 55.225

> 4.550 2.588 589.415 1.035.750




Substituindo os dados do problema, obtemos

_n Doty — Xi—1 b i1 Vi
nyitf — (Eh, t)?

_20-589.415—4.550-2.588

B

= 1,032
20 - 1.035.750 — (4.550)2 03
Como
Yt 4550
=== =22
t n 20 75
_ Yy 2588
= =——=1294
Y="n T 20 %
Entao
y=a+pt

a =Bt —y = 105,38
Logo, o modelo encontrado é da forma
y =at = 105,38t
Ou, em relacéo aos dados originais:

y = 105,38x?

TEMA 3 - LINEARIZACAO: MUDANCA DE VARIAVEIS PARA FUNGOES
RACIONAIS

Vejamos a linearizag&o para fungdes racionais do tipo y = av/x. Também

faremos uma mudanca de varidveis para encontrar os parametros do modelo.
3.1 Linearizagdo do tipo y = av/x.

No caso em que o modelo é da forma y = avx, podemos fazer uma
mudanca de variavel do tipo t = v/x para resolver o problema. Para facilitar os
célculos, facamos um exemplo similar ao resolvido na secao anterior. Nesse

caso, sejam os dados fornecidos de um experimento e descritos na Tabela 3.




Tabela 3 — Dados de um experimento da forma y = avx

n; Xi Vi

1 48.400 122
2 48.400 119
3 48.400 122
4 48.400 122
5 48.400 122
6 50.625 126
7 50.625 129
8 50.625 126
9 50.625 124
10 50.625 128
11 52.900 133
12 52.900 133
13 52.900 132
14 52.900 133
15 52.900 135
16 55.225 135
17 55.225 136
18 55.225 137
19 55.225 137
20 55.225 137

Nesse caso, escolhe-se a mudanca de variaveis do tipo t =+/x e
reescreve-se o modelo na forma y = at. A Tabela 4 apresenta a resolucdo do

método dos minimos quadrados para a variavel transformada.

Tabela 4 — Resolucéo pelo método dos minimos quadrados

n; X L Yi L.y t;

1 48.400 220 122 26.840 48.400
2 48.400 220 119 26.180 48.400
3 48.400 220 122 26.840 48.400
4 48.400 220 122 26.840 48.400
5 48.400 220 122 26.840 48.400
6 50.625 225 126 28.350 50.625
7 50.625 225 129 29.025 50.625
8 50.625 225 126 28.350 50.625
9 50.625 225 124 27.900 50.625
10 50.625 225 128 28.800 50.625
11 52.900 230 133 30.590 52.900

12 52.900 230 133 30.590 52.900




13 52.900 230 132 30.360 52.900

14 52.900 230 133 30.590 52.900
15 52.900 230 135 31.050 52.900
16 55.225 235 135 31.725 55.225
17 55.225 235 136 31.960 55.225
18 55.225 235 137 32.195 55.225
19 55.225 235 137 32.195 55.225
20 55.225 235 137 32.195 55.225
> 4.550 2.588 589.415 1.035.750

Como os dados transformados sédo os mesmos do exemplo anterior, entao

encontramos o modelo da forma
y = at = 105,38t
Ou, em relagéo aos dados originais

y = 105,38Vx

TEMA 4 — LINEARIZACAO: MUDANCA DE VARIAVEIS PARA FUNCOES DO
TIPOy = a.x“

Vejamos como realizar a linearizacdo no caso que o conjunto de dados

se comporte como a funcédo y = a.x“.
4.1 Linearizagdo do tipo y = a. x*
Um cuidado especial precisa ser dado para as linearizacdes do tipo y =
a.x®. Isso porque demandam uma mudanca de variaveis do tipo
Iny=Imna.x*
Iny=mha+a.lnx

Assim, ao plotarmos os dados, é importante lancar oIny e oInx. Para o

exemplo, utilizamos os dados contidos na Tabela 5.




Tabela 5 — Dados obtidos de experimento com base em modelo do tipo t = a. x*

Utilizamos o método dos minimos quadrados de forma similar, mas com

S

O OO U WN R

Xi
3,5.10%
3,5.10%
3,5.10%
3,5.10%
3,5.10%
5,2.10%7
5,2.10%7
5,2.10%7
5,2.10%7
5,2.10%7
7,7.10%°
7,7.10%°
7,7.10%°
7,7.10%°
7,7.10%°
1,1.10102
1,1.10102
1,1.10102
1,1.10102
1,1.10102

Vi
9,6.105%2
4,8.105!
9,6.1052
9,6.1052
9,6.1052
5,3.10%%
1,1.10%°¢
5,3.10%*
7,1.1053
3,9.10%°
5,8.10%7
5,8.10%7
2,1.1057
5,8.10%7
4,3.10%8
4,3.1058
1,2.105°
3,1.10%°
3,1.10%°
3,1.10%°

o cuidado em usar variaveis na forma transformada. Veja a Tabela 6.

Tabela 6 — Tabela de auxilio para os calculos manuais do problema dado

s

O 0O O Ul WIN =

Xi
3,5.10%
3,5.10%
3,5.10%
3,5.10%
3,5.10%
5,2.10%7
5,2.10%7
5,2.10%7
5,2.10%7
5,2.10%7
7,7.10%°
7,7.10%°
7,7.10%°
7,7.10%°
7,7.10%°
1,1.10%02
1,1.1010?
1,1.1010?
1,1.10102
1,1.10102

Inx;
220
220
220
220
220
225
225
225
225
225
230
230
230
230
230
235
235
235
235
235

4.550

Vi
9,6.102
4,8.105t
9,6.102
9,6.102
9,6.102
5,3.10°*
1,1.10%°
5,3.10°*
7,1.10%3
3,9.10%°
5,8.10%7
5,8.10%7
2,1.10%7
5,8.10%7
4,3.10°8
4,3.10°8
1,2.10%°
3,1.10%°
3,1.10%°
3,1.10%°

Iny;
122
119
122
122
122
126
129
126
124
128
133
133
132
133
135
135
136
137
137
137

2.588

Inx;.lny;
26.840
26.180
26.840
26.840
26.840
28.350
29.025
28.350
27.900
28.800
30.590
30.590
30.360
30.590
31.050
31.725
31.960
32.195
32.195
32.195

589.415

(Inx;)?
48.400
48.400
48.400
48.400
48.400
50.625
50.625
50.625
50.625
50.625
52.900
52.900
52.900
52.900
52.900
55.225
55.225
55.225
55.225
55.225
1.035.750




Assim, substituindo os dados do problema, obtemos

_ n Y nx;lny; — XL Inx; X Iny;
nYi, n?x; — L, Inx;)?

B

_20-589.415—4.550 - 2.588

= 1,032
20 - 1.035.750 — (4.550)2 03
Como
_ Xlnx; 4550
Inx, = =0 - 227,5
B Yiny; B 2588 B
Iny = =50 = 129,4
Entao

Iny, =a+ finx,
a=BInx;—Iny = 105,38

Aqui, devemos tomar bastante cuidado na analise. Os parametros que
encontramos se referem a forma linearizada. Para isso, precisamos comparar os

valores encontrados para determinar parametros do modelo original. Entdo
Ina = 105,38
a=1,032
Invertendo a operacéo, verificamos que
a = el0538 = 581045
Assim, reescrevemos o0 modelo dado como
y=ax*

y = 5,8.10%5, x1032

TEMA 5 — LINEARIZACAO: MUDANCA DE VARIAVEIS PARA FUNCOES DO
TIPO y = a.e?

No ultimo caso, analisemos o que ocorre quando o modelo analisado € do

tipo y = a.e?*. Nesse caso, também faremos uma mudanca de variaveis que

transforma o modelo analisado em um similar linear.




10

5.1 Linearizagdo do tipoy = a.e

No caso em que y = a. e?* devemos verificar que

De forma que o modelo linearizado se comporta como uma reta cujo

coeficiente linear € In a e coeficiente angular € b. Aqui, devemos coletar dados

bx

Iny=lIna.e

bx

Iny =Ina+ Ine’

Iny=Ina + bx

da forma (x;,Iny;), os quais estdo apresentados na Tabela 7.

Tabela 7 — Dados coletados para o experimento analisado

Na Tabela 8, construimos novamente a tabela de auxilio para os calculos

2

O O NN UL A WIN R

Xi
220
220
220
220
220
225
225
225
225
225
230
230
230
230
230
235
235
235
235
235

Yi
9,6.1052
4,8.1051
9,6.1052
9,6.1052
9,6.1052
5,3.10%%
1,1.105¢
5,3.10%%
7,1.10%3
3,9.10%°
5,8.10%7
5,8.10%7
2,1.10%7
5,8.10%7
4,3.10°8
4,3.10°8
1,2.10%°
3,1.10°°
3,1.10°°
3,1.10°°

manuais considerando as mudancas de variaveis necessarias.

Tabela 8 — Tabela de auxilio para os calculos manuais

s

Ul o W N =

Xi
220
220
220
220
220

Vi
9,6.1052
4,8.1051
9,6.1052
9,6.1052
9,6.1052

Iny;
122
119
122
122
122

x;.lny;
26.840
26.180
26.840
26.840
26.840

48.400
48.400
48.400
48.400
48.400




6 225  5,3.10% 126 28.350 50.625
7 225  1,1.10% 129 29.025 50.625
8 225  5,3.10% 126 28.350 50.625
9 225  7,1.10% 124 27.900 50.625
10 225  3,9.10% 128 28.800 50.625
11 230  5,8.10% 133 30.590 52.900
12 230  5,8.10% 133 30.590 52.900
13 230  2,1.10% 132 30.360 52.900
14 230  5,8.10% 133 30.590 52.900
15 230  4,3.10%8 135 31.050 52.900
16 235  4,3.10%8 135 31.725 55.225
17 235  1,2.10%° 136 31.960 55.225
18 235  3,1.10%° 137 32.195 55.225
19 235  3,1.10%° 137 32.195 55.225
20 235  3,1.10%° 137 32.195 55.225
Y  4.550 2.588 589.415 1.035.750

Aqui, devemos tomar cuidado na substituicdo dos dados do problema.

_ n. 2?:1 xilny; — 2?:1 Xi -2?=1 Iny;
nyr, x? — (Ch, x)?

_20-589.415—4.550-2.588

B

= 1,032
20 - 1.035.750 — (4.550)2
Como
_ 3 x; B 4.550 B
X, = =0 = 227,5
_ Xlny; 2588
Iny = =0 = 129,4
Entao
Iny, =a+ fx,

a=pfx;—Iny = 10538

Os parametros que encontramos se referem a forma linearizada. Para
isso, precisamos comparar 0s Vvalores encontrados para determinar 0s

parametros do modelo original. Note, entéo, que
Ina=1,032
b = 105,38
Invertendo a operagéo, verificamos que
a=el032 =2807

Dessa maneira, reescrevemos o modelo dado como
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y = a.eb*

y = 2807. e105,38.x

FINALIZANDO

Finalizamos aqui nossa aula.
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